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В В Е Д Е Н И Е 
 

Проблема математического описания процессов переноса импульса, 
массы и тепла в одно- и двухфазных многокомпонентных средах является 
одной из важных фундаментальных проблем современной науки. 
Существующие в настоящее время теоретические подходы к решению этих 
задач почти всегда являются полуэмпирическими. Повышенный интерес к 
проблеме математического описания процессов переноса определяется не 
только теоретической значимостью, но и значительными прикладными 
аспектами, в том числе для проектирования и интенсификации работы тепло-
 и массообменных аппаратов в различных отраслях промышленности. При 
этом одной из основных проблем является переход от моделирования 
элементарных актов переноса к описанию процессов на промышленном 
контактном устройстве с учетом масштабного перехода. От решения этой 
задачи зависят сроки, затраты при проектировании промышленных 
аппаратов и эффективность их работы. 

Теоретические методы моделирования и исследования массо- и 
теплообменных процессов условно подразделяются на точные, 
асимптотические, численные и приближенные. В связи с разнообразием 
конструкций контактных устройств и одновременно происходящих 
процессов обмена импульсом, массой и теплотой в большинстве задач 
химической технологии получить точные аналитические решения 
невозможно, поэтому наибольшее применение получили последние три 
метода. Так, например, среди различных асимптотических методов 
применяется метод функциональных параметров. Для этого строится 
разложение оператора относительно малой шкалы сравнения. Зависимость 
членов асимптотической последовательности от малого параметра 
осуществляется с помощью процедуры сращивания. Получаемые 
асимптотические ряды часто расходятся или очень медленно сходятся. Кроме 
этого удается вычислить только несколько первых членов разложения. Эти 
обстоятельства ограничивают использование асимптотических формул для 
инженерных расчетов. 

Для моделирования и исследования процессов тепломассообмена в 
химической технологии используются чаще приближенные и численные 
методы. К приближенным методам относятся, например, 
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однопараметрические интегральные методы в теории пограничного слоя, 
пленочная и пенетрационная модели, методы линеаризации уравнений и др. 
Приближенные методы позволяют получать необходимые формулы для 
выполнения конкретных инженерных расчетов. 

В рамках приближенных методов находит применение подход, когда 
сложное явление заменяют совокупностью «элементарных процессов 
(актов)». Такими элементарными актами прежде всего являются процессы 
переноса импульса, массы и тепла в пограничном слое. 

Приближенное математическое описание процессов переноса в 
пограничном слое связано с моделями Прандтля, Кармана, Ландау и Левича, 
а также с развитием гидродинамической аналогии Рейнольдсом и Чилтоном–
Кольборном. Причем наиболее теоретически обоснованной и перспективной 
является модель диффузионного пограничного слоя Ландау–Левича. 

В данной монографии рассмотрены широко используемые в настоящее 
время эмпирические и полуэмпирические подходы моделирования тепло- и 
массообмена в одно- и двухфазных средах.  

Рассмотрены приближенные теоретические методы моделирования 
элементарных актов массо- и теплоотдачи в пограничных слоях одно - и 
двухфазных сред. На основе применения известных моделей Кармана, 
Ландау–Левича и аналогии Чилтона–Кольборна получены уравнения для 
вычисления коэффициентов массо- и теплоотдачи в аппаратах при различных 
условиях взаимодействия фаз. Предполагается, что процессы массо- и 
теплообмена слабо влияют на процесс переноса импульса. Предложено для 
определения параметров моделей использовать известные свойства 
консервативности законов трения к градиенту давления и другим 
возмущениям. Для этого используются балансовые соотношения переноса 
импульса через межфазную поверхность. Вводятся эквивалентные параметры 
возмущенных и невозмущенных потоков, основным из которых является 
среднее касательное напряжение τ (или динамическая скорость ∗u ). 
Касательное напряжение обычно находится на основе известных 
коэффициентов трения или сопротивления. В тех случаях, когда это 
затруднительно, применяется подход вычисления τ или , используя 
среднюю диссипируемую энергию. В данной работе этот подход получил 
дальнейшее развитие. В результате предложены уравнения, которые 
позволяют вычислять коэффициенты массо- и теплоотдачи, используя только 
результаты гидравлического исследования контактных устройств.  

∗u

Первая глава и разделы 2.1 и 3.1 имеют обзорный характер и написаны 
для читателей, малознакомых с предметом исследований (студенты, 
аспиранты и др.). 
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В монографию частично включены переработанные и дополненные 
материалы из монографий, учебных пособий [1–9] и докторской диссертации 
автора [10]. Далее ссылки на эти работы почти не даются. 

Автор выражает благодарность всем соавторам, и, в первую очередь 
С.Г.Дьяконову, В.И.Елизарову с которыми в 1986 – 1988 г. г. получены 
основные результаты по моделированию массоотдачи на барботажных 
тарелках (глава 7). Кроме того, при участии С.Г.Дьяконова и В.И.Елизарова 
получены результаты по моделированию массоотдачи в жидкофазных 
экстракторах (глава 5) и пленочных аппаратах (глава 6).  

 
Основы предлагаемого подхода 

 
Известно, что турбулентный пограничный слой, как и всякая 

устойчивая статистическая система, имеет некоторые консервативные 
свойства. В турбулентных течениях с продольным градиентом давления в 
тонкой пристеночной области профиль скорости описывается 
логарифмическим законом и слабо зависит от градиента давления. На 
распределении скорости во внешней области турбулентного пограничного 
слоя, составляющей 0,75 , градиент давления оказывает значительное 
влияние. На важную особенность пристенной турбулентности – весьма 
слабую зависимость некоторых характеристик осредненного течения по 
отношению к внешним возмущениям особое внимание обратил 
С.С.Кутателадзе, совместно с А.И.Леонтьевым. На основе предельных 
относительных законов теплообмена и трения были созданы расчетные 
методы. 

δ

Известны способы расчета турбулентного пограничного слоя с 
градиентом давления, предложенные Э.Грушвитцем и А.Бури и затем 
улучшенные А.Келем и Г.К.Гарднером. Общими особенностями всех этих 
способов является использование в качестве характерной толщины 
пограничного слоя толщины потери импульса. Для характеристики профиля 
скоростей, сильно зависящего от градиента давления, вводятся различные 
формпараметры. Толщина потери импульса вычисляется при помощи 
теоремы импульсов, где касательное напряжение на стенке находится, 
используя закон сопротивления продольно обтекаемой пластины. Данные 
способы используются при расчете сопротивления трения тел с различными 
профилями и дают удовлетворительные результаты. 

В прикладной аэрогазовой динамике для расчетов сопротивления 
трения и теплообмена получил применение метод «эффективной длины». 
В этом случае влияние градиента давления учитывается соответствующим 
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подбором эффективной длины при условии равенства толщины потери 
энергии пограничного слоя. При известной эффективной длине 
характеристики пограничного слоя рассчитывают с помощью 
соответствующих формул для плоской пластины. 

Известны различные модификации аналогии Рейнольдса для отрывных 
течений за малыми препятствиями на стенках каналов. Нарушение аналогии 
в отрывных течениях учитывается некоторым коэффициентом К, 
показывающим степень различия в интенсивности переноса импульса и 
тепла в отрывном потоке (работы П.Тетервина, В.К.Мигая, Б.А.Дементьева и 
др.). 

Теоретическая основа вышеописанных подходов заключается в 
использовании известных свойств консервативности законов трения к 
продольному градиенту давления в пограничном слое, т.е. структура 
математического описания элементарных актов переноса инвариантна к 
различным возмущениям и масштабу аппарата. Влияние этих факторов не 
изменяет структуру математического описания пограничного слоя, а 
учитывается параметрически. На основе вышеизложенного сделан вывод о 
том, что в качестве теоретической основы для определения средних значений 
коэффициентов массо- и теплоотдачи в пограничных слоях одно- и 
двухфазных сред можно использовать математические модели плоского 
пограничного слоя без наличия возмущений (например, модели Кармана, 
Ландау–Левича), а влияние различных возмущений (градиент давления, 
шероховатость поверхности, подвижная поверхность раздела фаз и т.д.) 
учитывать в интегральном  соотношении баланса импульса через межфазную 
поверхность, используя результаты физического моделирования [1, 2, 4, 10]. 
При физическом моделировании исследуется гидродинамика потока и 
измеряется перепад давления на контактных устройствах. Вводятся 
эквивалентные параметры градиентных (возмущенных) и безградиентных 
потоков, например, такие как среднее касательное напряжение и скорость 
обтекания в модели Ландау–Левича. Среднее касательное напряжение 
находится, используя известное значение перепада давления (или среднее по 
объему значение диссипируемой энергии) на контактных устройствах, 
полученное при физическом моделировании. На основе соотношения баланса 
импульса в пограничном слое производится коррекция параметров модели 
плоского пограничного слоя и учитывается неоднородность полей, 
вызванная различными возмущениями. В монографии показано, что 
применение данного подхода дает удовлетворительные результаты 
(расхождение с опытными данными около 10 – 20 %) для описания 
различных случаев конвективного массо- и теплообмена в одно- и 
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двухфазных средах. В итоге получены уравнения для расчета коэффициентов 
массо- и теплоотдачи от пузырей и капель, в шероховатых каналах, при 
поперечном обтекании пучка труб, в аппаратах с перемешивающими 
устройствами, в насадочных и зернистых слоях, в турбулентных пленках 
жидкости, в осевых и закрученных дисперсно-кольцевых газожидкостных 
потоках, в барботажном слое, в вибрационных экстракторах. 

Изложенный выше подход можно использовать только для 
пограничных слоев с умеренным градиентом давления. Одной из 
характеристик продольного градиента давления при обтекании различных 
тел является коэффициент давления Р . В главе 4 показано, что 
предложенные уравнения для расчета средних коэффициентов тепло- и 
массоотдачи удовлетворительно согласуются с опытными данными для 
различных случаев обтекания тел, кроме поперечного обтекания одиночного 
цилиндра. Среднее значение Р  одиночного цилиндра превышает 
коэффициент давления пучка труб в 2–3 раза. Следовательно, ограничением 
применения модели плоского пограничного слоя для градиентных течений, 
при соответствующей корректировке ее параметров, используя баланс 
импульса, является значение коэффициента давления Р . Среднее значение 
Р  должно составлять Р ≤1,5. 

Важной характеристикой двухфазных течений является относительная 
доля содержания дисперсной фазы . При больших значениях  
движение дисперсных частиц происходит в стесненных условиях, что 
приводит в большинстве случаев к снижению скорости массообмена. 
Например, в условиях экстракции для коэффициента массоотдачи от капель 
вводится поправочный множитель  где m – порядка 
единицы. Довольно существенное влияние стесненности движения для 
капель начинается при >0,1. Для твердых частиц это условие несколько 
выше. При использовании уравнений для расчета  и , полученных на 
основе приведенного в монографии (глава 5) подхода, небольшую 
стесненность движения элементов дисперсной фазы можно учесть за счет 
изменения параметров математического описания -  касательного 
напряжения и толщины пограничного слоя. При больших значения , 
когда пограничные слои на дисперсных частицах начинают 
взаимодействовать друг с другом, возмущения невозможно учесть только 
параметрически. Это обстоятельство ограничивает область применения 
предложенного подхода. 

φ φ

( )ст 1 mβ = β − φ ,

φ
β α

φ

Одними из факторов, влияющих на скорость массообмена, являются 
процессы происходящие непосредственно на межфазной поверхности. 
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Известно, что массопередача может существенно замедлиться если в системе 
присутствуют ПАВ, так как адсорбируясь, они тормозят циркуляцию 
жидкости и пузырек или капля начинают двигаться как твердая сфера. Поток 
массы вещества при наличии циркуляции пропорционален ~ , в то 
время как для твердой частицы ~

2/1Sc−
3/1Sc− . Эти обстоятельства учитываются 

при выборе закона затухания турбулентной диффузии в пограничном слое 
(глава 3–7). 

В заключительной главе монографии рассмотрены основные подходы к 
конструированию промышленных аппаратов и представлены математические 
модели для расчета эффективности насадочных и тарельчатых колонн 
(процессы абсорбции, хемосорбции, ректификации, жидкостной экстракции 
и градирнях охлаждения воды). Даны результаты расчета промышленных 
аппаратов и рассмотрены способы повышения эффективности проводимых 
процессов. 

Автор выражает благодарность рецензентам за ценные замечания и 
пожелания, а также А.В.Климентову за помощь при оформлении монографии 
к изданию. 
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Условные обозначения 
 

а – коэффициент температуропроводности, м2/с; удельная поверхность 
м2/м3; 
аТ – коэффициент турбулентной температуропроводности, м2/с;  
аV – удельная поверхность насадки, м2/м3; 
С – концентрация целевого компонента; 
сp – удельная теплоемкость, Дж/(кг·К); 
D, DT – коэффициенты молекулярной и турбулентной диффузии, м2/с; 
[D] – квадратная матрица коэффициентов молекулярной диффузии, 
размерностью  м),1)(1( −− nn 2/с; 
Dк – диаметр колонны, м; 
d – диаметр контактного элемента, трубы, дисперсной частицы, м; 
dО – диаметр отверстия, м; 
dэ – эквивалентный диаметр насадки, канала, м; 
Еm – эффективность по Мерфри; 
F – площадь межфазной поверхности пленки, площадь пластины, трубы, м2; 
[F] – модальная матрица; 
Fсв – относительное свободное сечение тарелки; 
G – массовый расход газа (пара), кг/с; 
Н – длина контактного элемента, м; энтальпия, Дж/кг; 
hф – высота газовой струи (факела) до распада на пузыри, м; 
hсп – высота сливной перегородки, м; 
hст – среднее значение статического столба жидкости, м; 

I  – единичная матрица; 

[Ка] – матрица объемных коэффициентов массопередачи, с-1; 
Кt – коэффициент теплопередачи, Вт/(м2·К), м/с; 
L – массовый расход жидкости, кг/с; длина (характерный размер), м; 

L  – диагональная матрица собственных значений матрицы [D]; 

l – масштаб явлений, характерный размер, м; 
m  – тангенс угла наклона касательной к кривой равновесия; 
n – число компонентов, число ячеек; 
Р – давление, Па; 
Qж – расход жидкости в насадочной колонне, м3/(м2 час); на тарелке, 
м3/(м·с); 
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q – плотность теплового потока, Дж/(м2·с) или (Вт/ м2); удельный расход 
жидкости в пленке, м3/(м·с); 
R – радиус контактного устройства, дисперсной частицы, м; 
Rэ – эквивалентный радиус отверстия, м; 
r – удельная теплота парообразования, Дж/кг; поперечная координата, м; 

txp rrr ,,  – источники импульса, массы, теплоты; 

Sо – площадь отверстий в газораспределительных элементах, занятая газовым 
потоком на входе в слой жидкости, м2; 
Sг – площадь сечения газового потока в трубке, м2; 
Sк – площадь свободного сечения колонны, м2; 
SЛЗ – шаг ленточного завихрителя, м; 
SТ – рабочая площадь тарелки, м2; 
Т – температура потока, °С; 
t – время, с; 
u, v – продольная и поперечная составляющие вектора осредненной скорости, 
м/с; 
∗u  – динамическая скорость, ρτ=∗ /u , м/с; 

,U U∞  – скорость потока, м/с; 
∞V  – скорость движения дисперсного элемента, м/с; 

V – объем, м3; скорость, м/с; 
oW  – средняя скорость газа в отверстиях газораспределительных элементов 

на входе в барботажный слой, м/с; 
кW  – средняя скорость газа в колонне, м/с; 
гW  – средняя скорость газа в орошаемой трубке, м/с; 

x, y, z – продольная, поперечная и вертикальная координаты, м; 
α  – коэффициент теплоотдачи, Вт/( м2·К); угол; 

)( аα  – объемный коэффициент теплоотдачи, с-1; 
[ ]β  – квадратная матрица коэффициентов массоотдачи, м/с; 

)( аβ  – объемный коэффициент массоотдачи, с-1; 
] – квадратная матрица объемных коэффициентов массоотдачи, с-1; [ аβ

fβ  – коэффициент массоотдачи, отнесенный к рабочей площади тарелки 
, м/с; Т/)( SАf β=β

WU Δ,Δ  – градиент скорости, м; 
PΔ  – перепад давления,Па; 

δ  – толщина пограничного слоя, м; 
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1δ  – толщина вязкого подслоя, м; 
оδ  – средняя толщина пленки жидкости, м; 
ijδ  – символ Кронекера; 

ε  – диссипация энергии, Вт/м3 или м2/с3; 
свε  – удельный свободный объем насадки; 

ν= ∗
+ /yuy  – безразмерная координата в пограничном слое; 

θ  – угол движения пленки; 
λ  – удельная теплопроводность, Вт/(м·К); 

Λ  – диагональная матрица коэффициентов массоотдачи, м/с; 

аΛ  – диагональная матрица объемных коэффициентов массоотдачи, с-1; 
μ  – динамическая вязкость, Па·с; 

Т, νν  – коэффициенты молекулярной и турбулентной вязкости, м2/с; 
ξ  –  коэффициент гидравлического сопротивления; 
ϕ  – объемная доля дисперсной фазы; 
ρ  – плотность фазы, кг/м3; 
σ  – поверхностное натяжение, Н/м; 
τ  – касательное напряжение, Па. 
 

Комплексы 
 

)/(2 2
∞ρτ= UС f  – коэффициент трения; 

Pe /U l a∞=  – число Пекле; 

TРе /U l D∞= T  – турбулентное число Пекле; 
λα= /Nu l  – число Нуссельта; 

Dl /Sh β=  – число Шервуда; 
2We /U l∞= ρ σ  – число Вебера; 

)/(Fr 2 glU∞=  – число Фруда; 
ν= ∞ /Re lU  – число Рейнольдса; 
νδ= ∗ /11 uR  – безразмерная толщина вязкого подслоя; 

St – число Стантона; 
D/Sc ν=  – число Шмидта; 
a/Pr ν=  – число Прандтля; 

[Sc]  – квадратная матрица чисел Шмидта; [ ] 1−ν= D
1Sc L −= ν  – диагональная матрица чисел Шмидта; 
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ж
3 /Ga ν= эgd  – число Галилея. 

 
Нижние индексы 

 
D – дисперсная фаза; 
G, г – газовая фаза; 
x, ж – жидкая фаза; 
гр – значение параметров на границе раздела фаз; 
c – сплошная фаза; 
ст – значение параметров на стенке; 
н, к – значение параметров на входе и на выходе; 
∞  – значение параметров в ядре потока; 
ij – строка столбец матрицы. 
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Г Л А В А 1 
 

ОСНОВНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ  
И ДВУХФАЗНЫХ ТЕЧЕНИЙ 

 
Исследованию и моделированию процессов переноса в пограничном 

слое посвящены многочисленные публикации отечественных и зарубежных 
авторов. Можно выделить ряд наиболее известных работ Шлихтинга, 
Абрамовича, Лойцянского, Ландау и др. Следует отметить, что наиболее 
изучен и математически описан ламинарный и турбулентный слой в 
однофазных средах. В монографии наибольшее внимание уделяется 
пограничному слою, который образуется на поверхности раздела фаз 
в двухфазных системах: твердая фаза – жидкость; газ (пар) – жидкость; 
жидкость – жидкость. Поэтому в данной главе кратко рассмотрены основные 
гидродинамические закономерности двухфазных потоков. Пограничный слой 
на межфазной поверхности двухфазных потоков газ – жидкость, пар –
 жидкость, жидкость – жидкость труднодоступен для экспериментального 
исследования и более сложен для теоретического описания, так как 
характеризуется подвижной межфазной поверхностью, волнообразованием, 
градиентом давления и поверхностного натяжения, процессами конденсации 
и испарения, возможным наличием поверхностно-активных веществ и рядом 
других факторов.  
 Проведение многих процессов химической технологии связано с 
движением дисперсных частиц (пузырей, капель, твердых тел) в жидкой или 
газовой средах. К таким процессам относятся, например: осаждение твердых 
частиц из суспензий под действием силы тяжести или инерционных сил; 
механическое перемешивание в жидких средах; движение капель в 
экстракторах; процессы барботажа в тарельчатых колоннах или реакторах. 
Кроме этого важное место занимают пленочное тепло- и массообменные 
аппараты. Краткие сведения об этих процессах и аппаратах приводятся в 
данной главе. 
 

1.1. Понятие пограничного слоя 
 

В рабочей зоне массотеплообменного аппарата одной из важных 
характерных областей является пограничный слой жидкости и газа (пара), от 
достоверности математического описания которого зависит точность расчета 
диффузионных и тепловых потоков, необходимых для вычислений 
эффективности контактных устройств. Пограничный слой характеризуется 
большими поперечными градиентами скорости, концентрации и температуры 
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и формируется на поверхности раздела при различных скоростях движения 
сплошной и дисперсной фаз. В этом случае различают пограничный слой в 
сплошной фазе (внешний) и в дисперсной фазе (внутренний). Кроме того, 
пограничный слой образуется на элементах конструкции аппарата (на 
стенках, перегородках и т.д.) при обтекании их потоками жидкости или газа. 
 Классическим примером пограничного слоя является пограничный 
слой, который образуется на плоской пластине при обтекании ее поверхности 
жидкостью и пограничный слой в круглых трубах. Большинство 
экспериментальных данных различных зарубежных и отечественных 
исследователей получено именно для этих условий. Более сложным для 
исследования и математического описания является пограничный слой на 
поверхностях с различной кривизной (обтекание цилиндра, сферы и других 
тел). Такой пограничный слой характеризуется большим градиентом 
давления и точкой отрыва, за которой производная и скорость потока меняют 
знаки. Также значительно сложны и труднодоступны пограничные слои на 
поверхности раздела двухфазных и многофазных сред. 
 При расчете массо- и теплообменных аппаратов необходимо 
определение количества переданной массы М целевого компонента из одной 
фазы в другую, а также количества переданного тепла Q: 
 

,ΔΔ θ=θ= FyKFxКМ оyоx     (1.1.1) 

 
,Δ θ= FТKQ t      (1.1.2) 

 

где yx ΔиΔ  – средние движущие силы процессов массопередачи, 
выраженные через концентрации фаз x и y; ТΔ  – средняя движущая сила 
процесса теплопередачи; F – площадь межфазной поверхности, м2;  –
 время, с. 

θ

 Коэффициенты пропорциональности  называются 

коэффициентами массо- и теплопередачи и характеризуют скорость переноса 
массы и тепла между фазами. Эти коэффициенты зависят от 
гидродинамических режимов движения потоков, состояния межфазной 
поверхности и физических свойств среды. 

tоyоx КKК и,,

 Коэффициенты массопередачи определяются из уравнений 
аддитивности фазовых сопротивлений в зависимости от способа выражения 
движущей силы 
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;111

yxоx mК β
+

β
= ,11

yxоy

m
К β

+
β

=    (1.1.3) 

 
где m – коэффициент распределения, представляющий собой тангенс угла 
наклона касательной к линии равновесия;  – коэффициенты 

массоотдачи в фазах x и y, кг/(м
yx β,β

2с (ед. дв. с.)). 
 При движении теплоносителей вдоль плоской стенки коэффициент 
теплопередачи в выражении (1.1.2) вычисляется по следующему выражению: 
 

ст

1 2

1 1 1 ,
tК

δ
= + +
α λ α

    (1.1.4) 

 
где  – толщина стенки, м; стδ λ  – коэффициент теплопроводности материала 

стенки, Вт/(мК);  – коэффициенты теплоотдачи от первого и второго 
теплоносителей, Вт/(м

21 α,α
2град). 

 В большинстве случаев коэффициенты массо- и теплоотдачи зависят от 
скорости переноса массы и тепла в тонком пограничном слое, который 
образуется на межфазной поверхности при обтекании тел потоками 
жидкости или газа. Поэтому математическое описание процессов переноса в 
пограничном слое имеет большое значение при проектировании массо- и 
теплообменных аппаратов. 
 

Формирование пограничного слоя 
 
 При движении среды (жидкости, газа или пара) около твердого тела 
происходит прилипание ее частиц к поверхности. Скорость среды на 
поверхности равна нулю. Вследствие трения соседние слои движущейся 
среды затормаживаются, поэтому ее скорость в зоне течения, 
непосредственно прилегающей к твердому телу, изменяется от нуля на 
межфазной поверхности до значения скорости в ядре потока на внешней 
границе указанной зоны. Эта зона носит название гидродинамического 
пограничного слоя. Чем меньше вязкость среды, тем тоньше 
гидродинамический пограничный слой и большее значение в этом слое имеет 
градиент скорости. Вне пограничного слоя градиент скорости невелик. 
Следовательно, силы трения здесь малы, и ими обычно пренебрегают. 
Значение пограничного слоя очень велико, так как он определяет 
гидродинамическое сопротивление при движении среды относительно 
твердого тела, а также сопротивление переносу массы и тепла. 
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 Между внешним потоком и пограничным слоем резкой границы нет, 
поскольку средняя скорость жидкости по сечению потока изменяется 
монотонно, без скачков. Обычно толщину пограничного слоя определяют 
условно, исходя из того, что на его внешней границе скорость составляет 
99 % от скорости внешнего потока. Толщина гидродинамического 
пограничного слоя δ  зависит от скорости движения среды , ее вязкости  
и значения продольной координаты Оx: 

∞U ν

 

.const
b

U
x

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ν
=δ

∞
     (1.1.5) 

 
 Пограничный слой образуется как в ламинарных, так и в турбулентных 
потоках, но структура этих пограничных слоев различна. При обтекании 
твердого тела ламинарным потоком жидкости (газа) с постоянной по 
сечению скоростью, тормозящее действие обтекаемой поверхности 
проявляется в начале в тонком пристенном слое. По мере удаления от 
входной кромки жидкости увеличивается толщина слоя, в котором из-за 
торможения жидкости стенкой проявляется действие сил вязкого трения. В 
результате по мере удаления от входа толщина ламинарного пограничного 
слоя непрерывно возрастает (рис. 1.1) и на достаточном удалении от входной 
кромки действие сил вязкого трения распространяется на весь поток. 
 При контакте турбулентного потока с обтекаемой поверхностью 
(рис. 1.2) на передней кромке пластины образуется ламинарный пограничный 
слой, подобный рассмотренному выше. По достижении некоторого 
критического размера ламинарное движение в пограничном слое становится 
неустойчивым (точка А) и развивается турбулентность. В переходной зоне, 
ограниченной точками А и В, турбулентность распространяется на всю 
толщину пограничного слоя 1, за исключением тонкого слоя вблизи стенки, 
называемого вязким подслоем 2. 

В вязком подслое имеет место струйное течение, которое подвергается 
интенсивным внешним возмущениям, вызванным проникновением 
турбулентных пульсаций из ядра потока. 

Важной характеристикой пограничного слоя является касательное 
напряжение , которое также называют напряжением внутреннего трения, 
напряжением сдвига и локальным потоком импульса. 

τ
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Рис. 1.1. Формирование 

ламинарного пограничного слоя на 
плоской пластине:  
1 – граница пограничного слоя 

 

 
Рис. 1.2. Формирование 

турбулентного пограничного слоя на 
плоской пластине:  
1 – турбулентный пограничный слой;  
2 – вязкий подслой 

 
 

При движении жидкости касательная сила , которую надо 
приложить для сдвига, тем больше, чем больше градиент скорости 

yР
yU ∂∂ / . 

Сила  также пропорциональна площади контакта F yР

 

y
UP F F
y y

U∂ ∂
= μ = ρν

∂ ∂
,     (1.1.6) 

 
где  – коэффициент динамической вязкости Па·с; μ ρμ=ν /  – коэффициент 
кинематической вязкости, м2/с. 

Отношение силы  к поверхности контакта F есть касательное 

напряжение 
yР

 
U
y

∂
τ = −ρν

∂
.     (1.1.7) 

 
 Выражение (1.1.7) часто называют законом внутреннего трения 
Ньютона. 
 В расчетах тепло- и массообменных процессов роль касательного 
напряжения  очень велика, так как между процессами переноса импульса, 
массы и тепла часто существует аналогия. 

τ

 Аналогично образованию гидродинамического пограничного слоя 
формируется диффузионный и тепловой пограничные слои. Эти слои имеют 
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также область 1, в которой преобладает турбулентный механизм переноса и 
тонкие области у стенки (аналогично 2), где более значительную роль 
начинают играть молекулярная диффузия и теплопроводность. Толщина этих 
областей далеко не всегда совпадает с толщиной вязкого подслоя 2. Это 
связано с тем, что если профиль скоростей определяется кинематической 
вязкостью , то на профиль концентрации влияет коэффициент 
молекулярной диффузии D, а на профиль температур – коэффициент 
температуропроводности а. Отношение 

ν

D/Sc ν=  называется диффузионным 
числом Шмидта, а a/Pr ν=  – тепловым числом Прандтля. Числа Шмидта и 
Прандтля являются не просто отношением физических величин, а имеют 
глубокий смысл. 
 Например, для газов число Шмидта составляет порядка единицы 
(Sc≈1), а для жидкостей Sc≈102 – 103. Отсюда следует, что профили 
скоростей и концентраций в однофазном газовом потоке будут примерно 
подобны, а в жидкости влияние вязкости сказывается сильнее, чем 
молекулярной диффузии, и профили будут различны. 

Теоретическую основу описания процессов переноса в пограничном 
слое составляют фундаментальные законы сохранения и равновесия, одним 
из свойств которых является их инвариантность к масштабу и к 
взаимодействию с другими явлениями, т.е. структура математического 
описания пограничного слоя слабо зависит от размера аппарата (контактного 
устройства). Влияние характерного размера контактного устройства и 
влияние явлений других масштабов в математическом описании учитывается 
параметрически, например, за счет изменения величины динамической 
скорости и толщины пограничного слоя. Это дает возможность 
рассматривать процессы переноса в пограничном слое независимо от размера 
аппарата. Кроме того, в большинстве случаев толщина пограничного слоя на 
межфазной поверхности значительно меньше линейного размера 
дисперсного элемента (пузыря, струи, капли), поэтому часто с достаточной 
точностью используется модель плоского пограничного слоя в декартовой 
системе координат. 
 

1.2. Движение элементов дисперсной фазы 
 
 При малой скорости движения небольших частиц в неподвижной среде 
на поверхности тела образуется ламинарный пограничный слой и тело 
плавно обтекается потоком. Потеря энергии в этом случае связана в 
основном с преодолением сил трения. С увеличением скорости движения 
частицы все большую роль начинают играть силы инерции. Под действием 
этих сил пограничный слой в кормовой части дисперсного элемента 
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отрывается от поверхности, что приводит к образованию беспорядочных 
местных завихрений в данном пространстве. Начиная с некоторых значений 
критерия Рейнольдса Re, роль лобового сопротивления становится 
преобладающей и сопротивление трения можно практически не учитывать. 
 Для плохообтекаемых тел (сфера, цилиндр и др.) даже относительно 
небольшое увеличение значения критерия Re приводит к отрыву потока. Так, 
для твердой сферы уже при Re≈20 наблюдается отрыв пограничного слоя с 
образованием возвратно - вихревых течений в кормовой части [1], где 

ν= /Re Ud  – число Рейнольдса; U – скорость и d – диаметр частицы. 
 Движение дисперсных частиц с подвижной межфазной поверхностью 
имеет ряд особенностей по сравнению с движением твердых тел. На 
подвижной поверхности раздела фаз касательная составляющая скорости 
отлична от нуля, вследствие чего внутри капли или пузыря возникает 
циркуляция среды, что способствует лучшему обтеканию, и отрыв потока 
начинается при более высоких значениях числа Re, чем для твердой сферы. 
Вследствие этого скорость движения капель больше скорости твердой 
частицы того же диаметра и одинаковой плотности. Кроме этого необходимо 
учитывать, что при определенных значениях критериев Рейнольдса и Вебера 
капли и пузыри начинают деформироваться и колебаться, из-за чего 
происходит резкое увеличение коэффициента сопротивления по сравнению с 
твердой сферой при одинаковых числах Рейнольдса. 
 Значение числа Вебера We зависит от коэффициента поверхностного 
натяжения, на значение которого сильно влияет присутствие поверхностно -
 активных веществ (ПАВ) на границе раздела фаз. При обтекании капель и 
пузырьков концентрация ПАВ вдоль их границы может быть переменной 
вследствие конвективной диффузии. В результате вдоль границы образуется 
градиент поверхностного натяжения, что приводит к появлению касательных 
напряжений и приближает свойства поверхности капель и пузырьков к 
твердой поверхности.  
 В промышленных массо- и теплообменных аппаратах на движение 
элементов дисперсной фазы влияют различные возмущающие факторы. 
Например, в аппаратах с вводом внешней энергии в контактирующие фазы за 
счет перемешивания среды, вибро- или пульсационного движения 
пограничный слой на поверхности частиц возмущен турбулентными 
пульсациями, которые проникают из внешнего потока. При этом, несмотря 
на то, что движение элементов происходит с небольшими числами Re<103,  
скорость переноса массы и тепла значительно превышает скорость переноса 
в невозмущенном ламинарном пограничном слое [2–7]. В связи с этим 
вводится понятие псевдоламинарного пограничного слоя [8–12] 
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 Известно, что даже при числах Рейнольдса выше верхнего 
критического на начальном участке обтекаемого тела пограничный слой 
ламинарный; за ним располагается переходная область, где одновременно 
существуют турбулентные зоны с ламинарными, и далее область развитого 
турбулентного пограничного слоя. Относительный размер ламинарного 
участка зависит, прежде всего, от шероховатости и кривизны поверхности, а 
также от интенсивности набегающего потока. Влияние числа Рейнольдса на 
положение точки перехода выражается в смещении этой точки к передней 
кромки при его возрастании. С возрастанием интенсивности турбулентности 
Tu, определяемой отношением определенной по времени амплитуды 
пульсации скорости в набегающем потоке к его средней скорости, длина 
ламинарной зоны быстро убывает. В случае гладкой пластины с острой 
передней кромкой при безградиентном обтекании и интенсивности Tu≈1 % 
переход происходит при ( ) .1053Re 5⋅−=x  
 Влияние кривизны поверхности на устойчивость ламинарного 
пограничного слоя сказывается следующим образом. При малых отношениях 
толщины ламинарного пограничного слоя к радиусу кривизны влияние 
осуществляется через скорость внешнего потока. На вогнутых поверхностях 
даже сравнительно малая кривизна поверхности оказывает существенное 
влияние на переход. На выпуклых поверхностях явление перехода 
происходит также, как и на пластине с соответствующим распределением 
давления. 
 Влияние переходной зоны на процессы переноса в промышленных 
массо- и теплообменных аппаратах неоднозначно. Ввиду наличия в 
теплообменниках множества возмущающих факторов и больших числах Re 
значение переходной зоны очень мало. Ее роль возрастает в области чисел 
Re<103 при обтекании дисперсных частиц небольших размеров. 
 Ламинарный пограничный слой, расположенный на начальном участке 
обтекаемого тела и возмущенной проникающими турбулентными 
пульсациями из внешнего набегающего потока, получил название 
«псевдоламинарный». Если размер обтекаемой частицы небольшой, то 
«псевдоламинарный» пограничный слой может занимать всю или 
значительную часть ее поверхности. Известны различные математические 
модели для описания процессов переноса в «псевдоламинарном» 
пограничном слое. Более подробно вопрос определения коэффициентов 
массо- и теплоотдачи при движении твердых частиц, пузырей и капель 
рассмотрен в главе 5. 

Изучению закономерностей движения частиц в жидкости посвящено 
большое число работ, в которых использованы обширные 
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экспериментальные результаты многих исследователей [1, 13–27]. Наиболее 
полно изучены закономерности свободного осаждения плотных частиц, 
которые в процессе осаждения не слипаются, не изменяют своей формы и 
размеров. 

Идеальный случай свободного осаждения может иметь место в 
бесконечно большом объеме жидкости при движении в нём одной частицы. 
Можно считать, что закономерности свободного осаждения соблюдаются с 
достаточной степенью точности, если объемная концентрация 
осаждающихся частиц не превышает 0,5–1,0 %. 

 
Гидродинамические закономерности движения элементов дисперсной 

фазы 
 
Проведение процессов массо- и теплообмена в аппаратах с 

организованным движением фаз связано с необходимостью исследования 
течений, содержащих дисперсные включения (твердые частицы, капли, 
пузыри). 

В данную задачу исследования входит определение поля скорости и 
давлений в потоке, обтекающем дисперсные частицы. По известному полю 
скорости и давлений можно рассчитать силу гидравлического сопротивления 
частиц, которая представляет собой результат взаимодействия потока и 
частиц. 

 
Обтекание элементов дисперсной фазы набегающим потоком 
 
Ламинарное обтекание сферической частицы равномерным потоком 

вязкой незжижаемой жидкости описывается уравнением Навье–Стокса 
 

( ) VPVV
t
V Δ1

ν+∇
ρ

−=∇+
∂
∂ ,                            (1.2.1) 

 
совместно с уравнением неразрывности 

 
0div =V ,                                          (1.2.2) 

 
где V  – трехмерный вектор скорости; Р – давление; t – время;  – плотность; 

 – кинематическая вязкость. 
ρ

ν
Записывая соответствующие граничные условия и решая уравнения 

(1.2.1), (1.2.2), можно получить информацию о полях скоростей и давления, 
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что позволяет найти локальные и средние характеристики течения, в том 
числе и коэффициент гидравлического сопротивления. 

Для случая  Стоксом найдено аналитическое решение 
уравнений (1.2.1), (1.2.2). 

1Re ≤i

Уравнение (1.2.1) описывает ламинарное обтекание дисперсных 
частиц. Начиная с определенных Rec (индекс «с» – сплошная фаза), 
обтекающий частицу поток перестает быть устойчивым, т. е. возмущения, 
возникающие в потоке, не будут затухать со временем и наблюдается 
явление перехода от ламинарного течения к турбулентному. Ландау 
предложил следующий механизм возникновения турбулентности. При 
Rec < Reкр ламинарное течение является устойчивым относительно малых 
возмущений. С увеличением Rec течение становится неустойчивым 
относительно возмущений, имеющих частоту 1ω . С течением времени (при 
фиксированном числе Рейнольдса) амплитуда этих возмущений будет 
возрастать и достигнет величины А ~ крc ReRe − , при этом установится 

новое течение, устойчивое относительно малых возмущений. При 
Rec = Reкр.сп течение вновь окажется неустойчивым относительно малого 
возмущения, имеющего частоту 2ω . При дальнейшем увеличении числа 
Рейнольдса амплитуда этого возмущения будет возрастать и установится 
течение, характеризующееся уже не одной, а двумя частотами  и . 1ω 2ω

Таким образом, с увеличением числа Рейнольдса появляются все 
новые, сменяющие друг друга установившиеся течения, характеризующиеся 
все большим набором частот, а приращение числа Рейнольдса, приводящее к 
появлению каждой следующей частоты, будет уменьшаться. Все это 
приводит к образованию весьма сложного течения, которое и является 
турбулентным. Турбулентные течения характеризуются ярко выраженной 
нерегулярностью изменения в пространстве и во времени мгновенных 
значений физических величин (V, P). Использование при описании этих 
течений уравнения (1.2.1) для мгновенных значений физических переменных 
требует задания начальных условий, что практически невозможно. А если 
даже известны начальные условия, то трудности нахождения 
нестационарного решения системы гидродинамических уравнений будут 
непреодолимыми. Для решения практических задач достаточно знать лишь 
осредненные характеристики течения (более подробно в разделе 3.1). 

В рамках статистического подхода к исследованию турбулентных 
течений определение осредненного значения скорости в точке r в момент 
времени t предполагает изменение соответствующего значение скорости в 
каждом из течений статистического ансамбля, и нахождение среднего 
арифметического результата измерения. 
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В теории турбулентности считают, что временные (пространственные) 
средние значения величин стремятся к статистическим средним при 
неограниченном увеличении промежутка осреднения. 

Применяя операцию статистического осреднения к уравнению (1.2.1) 
уравнение турбулентного движения потока записывается уравнением 
Рейнольдса 

 

⎟
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⎞
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∂
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∂

ρ
−=
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∂
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jij
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i VV
x
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xx
P

x
VV

t
V  1 ,               (1.2.3) 

 
где iV  – средняя по времени составляющая скорости;  – пульсационная 
составляющая скорости; здесь i, j – декартова система координат. 

iV ′

Уравнение (1.2.3) дополняется уравнением неразрывности 
 

0div =V .                                               (1.2.4) 
 
Полученная система уравнений незамкнута, так как неизвестен явный 

вид напряжений Рейнольдса – jiVV ′′ρ . 

Основными методами решения задачи замыкания системы уравнений 
движения является метод, основанный на сравнительной оценке величины 
членов уравнений, а также полуэмпирические и эмпирические теории 
турбулентности. 

При решении проблемы замыкания системы уравнений движения 
используются допущения о симметрии течения, изотропности, 
автомодельности; в связи с этим полученные решения оказываются 
справедливыми для узких областей течения. 

Наиболее полное описание закономерностей движения элементов 
дисперсной фазы в двухфазных потоках в широком интервале изменения их 
размера может быть получено в рамках многоскоростного континуума [1], 
представляющих собой совокупность континуумов, каждый из которых 
относится к своей составляющей (фазе или компоненте) смеси и заполняет 
один и тот же объем, занятый смесью. Однако математические модели 
движения требуют для своего замыкания установления закономерностей 
взаимодействия фаз, физическая сущность многих элементарных актов 
которых до настоящего времени точно не изучена. Поэтому при решении 
прикладных задач идут на упрощения, пренебрегая в первом приближении 
обратным влиянием дисперсной фазы на несущий поток, взаимодействием 
капель (пузырей) или частиц между собой, дроблением и коалесценцией 
капель, и рассматривают движение одиночной частицы. Обратное 
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воздействие дисперсной фазы на поток, процессы дробления капель или 
пузырей (редиспергирования) и коалесценции могут быть учтены путем 
введения соответствующих корректив по структуре потока и составу 
дисперсной фазы. Такая корректировка может проводиться, исходя из 
условий проведения реального процесса, на границах характерных зон. 

При движении частицы в потоке на нее воздействует целый ряд 
внешних сил. 

Прежде всего, это сила гидравлического сопротивления. При оценке 
сил межфазного взаимодействия, вызванного разностью скоростей 
дисперсной и сплошной фаз, наиболее важен учет этой силы. Сила 
сопротивления, действующая на сферическую частицу, определяется 
выражением: 

 
2

с отн отн ,
2 4S

U U dF
ρ π

= ξ                                    (1.2.5) 

 
где  – коэффициент силы сопротивления (иногда в литературе обозначается ξ

xс ); d – диаметр частицы, м; Uотн – относительная скорость движения, м/с; 

 – плотность сплошной среды, кг/мсρ
3. 

Сила  зависит от относительной скорости движения фаз, 
эквивалентного диаметра частицы и коэффициента гидравлического 
сопротивления . 

sF

ξ
Динамический напор среды на частицу и увеличение ее расчетной 

массы за счет увлечения в движение части сплошной среды в области 
кормового следа характеризует сила инерции присоединенной массы (сила 
Тейлора) 

 
3 отн

т т c
1 π ρ ,
6

dU
F c d

dt
=                                    (1.2.6) 

 
где  – коэффициент присоединенной массы. тc

Отношение величины данной силы к силе сопротивления в 
большинстве потоков невелико и поэтому влиянием силы присоединенной 
массы часто пренебрегают. 

Отклонение течения от установившегося учитывает сила Басе: 
 

./
2
3

0 0

отн
сс

2 dt
tt
dtdUdF

t

t
B ∫ −

μπρ=                               (1.2.7) 

 27



Силы присоединенной массы и Басе следует учитывать лишь в том 
случае, когда плотности сплошной и дисперсной фаз одного порядка. 

В общем случае движение частиц и капель в потоке может 
определяться, кроме вышеназванных сил, силами Магнуса–Жуковского, 
Стеффмена, Буссинеска, Мещерского, Кориолиса и прочими. Проблема их 
описания состоит в том, чтобы из числа всех внешних сил, действующих на 
частицу, выбрать те, влияние которых в условиях данной конкретной задачи 
решающе. Влияние некоторых сил из перечисленных может быть, в какой-то 
степени, учтено коэффициентом гидравлического сопротивления. 

Точное решение задачи о свободном движении частицы в жидкости 
было найдено теоретическим путем Габриэлем Стоксом на основе решения 
дифференциальных уравнений гидродинамики применительно к частному 
случаю движения шара очень малого размера с малой скоростью. Формула, 
полученная Стоксом, имеет следующий вид: 

 
отн3sF U d= − πμ ,             (1.2.8) 

 
где μ – вязкость жидкости, Па·с. 

Уравнение (1.2.8), называемое законом Стокса, определяет силу 
сопротивления, которую испытывает частица при перемещении в жидкости. 
Это уравнение выведено при пренебрежении влиянием инерционных сил. 
Поэтому закон Стокса справедлив только для частиц малого размера, 
движущихся с малой скоростью, когда на сопротивление движению влияют 
только силы вязкости. 

Увеличение размера и скорости движения частиц приводит к 
возникновению турбулентности при обтекании движущейся частицы 
жидкостью. В этом случае на движущуюся частицу начинают действовать 
инерционные силы, что приводит к нарушению линейности в законе Стокса. 
Некоторые исследователи предприняли попытки учесть влияние 
инерционных сил. Однако все решения задачи о движении тела в жидкости 
получены при некоторой схематизации физической картины и оказываются 
справедливыми в отдельных областях значений скоростей и размеров тел.  

Наиболее известным следует считать представление закона 
сопротивления в таком виде 

 
2 22

ж от ж от ,
2 4 2s
U dF S

ρ ρπ
= ξ = ξ

U                     (1.2.9) 
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где S  – площадь сечения частицы, перпендикулярная движению частицы, м2; 
ρж – плотность жидкости, кг/м3; d – диаметр частицы (вычисляют как 
диаметр равновеликого по объему шара), м. 

При осаждении частиц в жидкости их движение можно рассматривать 
как равномерное. Это подтверждается опытом. Следовательно, силы, 
действующие на частицу, уравновешены. Этими силами являются сила 
сопротивления, сила тяжести и подъемная сила. Сила тяжести равна весу 
частицы в воздухе 

 
чч1 ρ gVG = ,                         (1.2.10) 

 
где ρч – плотность частицы (дисперсной фазы), кг/м3; g – ускорение силы 
тяжести, м/с2; Vч – объем частицы, м3. 

Подъемная сила – это вес жидкости в объеме частицы: 
 

чж2 ρ gVG −= .      (1.2.11) 
 

Движущей силой процесса осаждения является вес частицы в жидкости 
 

чжч )ρρ( gVG −= .         (1.2.12) 
 

Сила G при равномерном движении частицы уравновешивается силой 
сопротивления. Приравняв силу сопротивления (1.2.9) к весу частицы в 
жидкости (1.2.12), получают выражение для вычисления скорости осаждения 
сферической частицы в жидкости 

 
( )

ξρ
ρ−ρ

=
dgU

ж

жч
отн 3

4 .       (1.2.13) 

 
Коэффициент сопротивления  зависит от числа Рейнольдса. Как 

показали экспериментальные исследования, эта зависимость при значениях 
Re<1 подчиняется линейному закону сопротивления. С увеличением 
скорости осаждения и размера частиц  линейность закона нарушается. На 
рис. 1.3 представлена известная зависимость коэффициента сопротивления от 
критерия Рейнольдса. Из графика видно, что существует три различных 
режима движения, каждому из которых соответствует определённый 
характер зависимости =f(Re): 

ξ

ξ

– ламинарный режим (Re<1) − 
Re
24

=ξ  (закон Стокса); ν= /Re отнdU ; 
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– переходный режим (Re=1÷500) − 66,0Re
5,18

=ξ ; 

– автомодельный режим (Re>500) − 44,0ξ =  (закон Ньютона). 
 

 
 

Рис. 1.3. Зависимость  от критерия Re ξ
 

 Для переходной области предлагается множество формул, 
аппроксимирующих кривую Релея. Наиболее часто используемые 
 

0,33324 4 Re ,
Re

−ξ = +     (1.2.14) 

 

( ) 2
5,0Re8,463,0 −+=ξ .   (1.2.15) 

 
Если необходимо вычислить скорость осаждения частиц малого размера 

(Re<1), то вместо формулы (1.2.13) можно применять формулу Стокса, 
записываемую в следующем виде 

 
2жч

отн 18
1 gdU

μ
ρ−ρ

= .                                (1.2.16) 

 
При движении частиц в ограниченном объеме, когда они соприкасаются 

одна с другой из-за большой их концентрации, скорость осаждения будет 
меньше скорости свободного движения в k раз: 
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СССk 5,4)1(25,20 32 −−+= ,         (1.2.17) 
 

где С – объёмная концентрация дисперсной фазы в системе. 
При расчете скоростей для частиц неправильной формы, отличной от 

формы шара, необходимо пользоваться эквивалентным диаметром, который 
определяют по формуле: 

 

.24,1 3
1
чэкв Vd =      (1.2.18) 

 
При этом необходимо учитывать, что чем больше форма частицы 

отличается от формы шара, тем больше будет отличаться теоретически 
вычисленная скорость частицы от её фактической, которую можно 
определить экспериментальным путем. Скорость реальных частиц меньше 
скорости частиц, имеющих форму правильного шара. 

 
Силы, действующие на пузырек в жидкости 

 
Полагая, что всплывающий пузырек сохраняет сферическую форму, 

можно записать выталкивающую его Архимедову силу FА, которая 
обусловлена различием плотностей жидкости ρж и газа в пузырьке ρг: 

 

FА=
3
4
πR3(ρж−ρг)g≈ 3

4
πR3ρжg ,       при ρг<<ρж . 

 
При движении пузырька в жидкости возникает сопротивление, для 

преодоления которого и обеспечения равномерного движения пузырька 
должна быть затрачена энергия. Сила сопротивления среды движущемуся в 
ней пузырьку Fc может быть выражена формулой 

 

2
ρξ

2
ж

c
USF = ,                                          (1.2.19) 

 
где S – площадь проекции пузырька на плоскость, перпендикулярную 
направлению движения, м2; U – скорость движения пузырька, м/с; жρ  –
 плотность среды, кг/м3;   – коэффициент сопротивления среды. ξ

Возникающее сопротивление зависит от режима движения и формы 
обтекаемого тела: 
– при ламинарном режиме используется формула ( 1Re < ) 
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Re
16

=ξ ,                                                (1.2.20) 

 
и соответствует условию безотрывного обтекания пузырька; ν= /Re Ud . 
 Для области 0,1<Re<10 рекомендуется интерполяционная формула [13]  
 

( 132Re/1
Re
16 −++=ξ ) .    (1.2.21) 

 
 Коэффициент сопротивления газового пузыря при 10<Re<200 по 
формуле Мура имеет вид [1] 
 

48 2, 21
Re Re

⎛ ⎞ξ = −⎜
⎝ ⎠

.⎟     (1.2.22) 

 
 Уравнение (1.2.22) дает удовлетворительное согласование с 
экспериментом (рис. 1.4) для пузырей по форме, близкой к сферической.  
 

 
 
Рис. 1.4. Коэффициент сопротивления газовых 

пузырьков, поднимающихся в различных жидкостях. 
Точки соответствуют экспериментальным данным 
Хабермана и Мортона (1953) для двух жидкостей (см. 
G.Batchelor, 1970), сплошная прямая линия соответствует 

Re/48=ξ ; • – этиловый спирт 13 %; ◦ – Варсол (Varsol) 
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 При числах Re более 200 начинается значительная деформация 
пузырей, и коэффициент сопротивления резко возрастает (рис. 1.5). 
Аналогично ведут себя капли. Как видно из рис. 1.5, при Re<200 
коэффициент сопротивления газового пузыря меньше сопротивления твердой 
сферы [14]. 

 

 
Рис. 1.5. Зависимости коэффициентов сопротивления от 

критерия Рейнольдса: 1 – капли хлорбензола в воде; 2 – капли 
дихлорэтана в воде; 3 – пузырьки воздуха в воде 
(экспериментальные данные Хабермана и Мортона); 4 – твердые 
частицы; 5 – решения Левича для движения пузырей при 
умеренных значениях критерия Рейнольдса 

 
 Это объясняется подвижной поверхностью раздела фаз и коэффициент 
сопротивления пузыря (1.2.20) в ламинарном режиме в 1,5 раза меньше 
коэффициента сопротивления твердой частицы. 
 При Re>200 для коэффициентов сопротивления деформированных 
пузырей используют функциональные зависимости: 
 

( )...We,Re, ∗μ=ξ f ,    (1.2.23) 
 

где We – критерий Вебера; ∗μ  – отношение динамических вязкостей 
дисперсной и сплошной фаз. 

Помимо силы сопротивления среды на пузырёк может действовать сила 
тяжести Fт, вызванная взаимодействием пузырька воздуха со взвешенными 
частицами загрязнений. При всплывании пузырька в чистой воде можно 
 33



принять силу тяжести Fт=0. В случае возникновения акта флотации сила 
тяжести изменяется в зависимости от массы захваченной дисперсной фазы, 
не является постоянной величиной и может быть определена исходя из 
второго закона Ньютона: 

 

gdnmgF
6

3
тт
π

ρ== ,                                   (1.2.24) 

 
где n – количество захваченных частиц загрязнений, для случая 
монодисперсных частиц. 
 Значение коэффициента сопротивления пузырьков сильно зависит от 
присутствия поверхностно-активных веществ (ПАВ) на границе раздела фаз. 
Концентрация ПАВ вдоль их границы может быть переменной из-за 
конвективной диффузии. В результате образуется градиент поверхностного 
натяжения, что приводит к появлению касательных напряжений и 
приближает свойства пузырьков к твердой поверхности. Поэтому при 
наличии ПАВ в жидкостях пузырьки могут двигаться, как твердые сферы. 
 

Образование и скорость движения пузырьков 
 
Максимальный размер пузырька при барботаже через отверстие 

находится из условия равенства подъемной силы и силы поверхностного 
натяжения 

 

( ) σπ=ρ−ρπ 0гж
3 2

3
4 RgR ,   (1.2.25) 

 
где R0 – радиус отверстия в газораспределительном устройстве, м; R – радиус 
пузырька при отрыве, м; σ  – поверхностное натяжение, Н/м. 
 Из данного уравнения следует 
 

( )

1
30

ж г

3
2

RR
g

⎛ ⎞σ
= ⎜

ρ − ρ⎝ ⎠
⎟ .    (1.2.26) 

 
 Выражение применимо при малой скорости образования пузырьков. 

В известных экспериментах по измерению скорости всплывания 
пузырьков менее 0,01 см в диаметре (Re<1) в различных средах было 
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установлено, что пузырьки ведут себя, как твёрдые шарики, а их скорость 
можно определить по следующей формуле 

 

ν9
2 2gRUs = ,                                             (1.2.27) 

 
где индекс s означает стоксовский режим всплывания; R – радиус пузырька, 
м; ν  – кинематическая вязкость сплошной среды, м2/с. 

Предлагается определять скорость всплывания газового пузырька в 
воде по уравнению Адамара–Рыбчинского 

 

ν3
1 2gRUs = .                                              (1.2.28) 

 
Уравнение (1.2.28) применимо при числах Рейнольдса Re<1, что 

соответствует диаметру всплывающих пузырьков до 0,4 мм. Сопоставление 
уравнения (1.2.28) с уравнением Стокса показывает, что скорость 
всплывания пузырьков выше скорости всплывания твердых шариков в 1,5 
раза. Это объясняется подвижностью поверхности раздела фаз жидкость –
 газ. 

В.Г.Левич получил для области 80050Re ÷= , которой соответствуют 
диаметры пузырьков от 0,4 до 2 мм, теоретическое решение уравнения 
скорости всплывания 

 

ν9
1 2gRU p = ,                                           (1.2.29) 

 
где индекс р означает потенциальный режим всплывания. 
 Франк-Каменецким получена формула, которая дает лучшее 
согласование с экспериментальными данными 
 

( )
25,0

2
ж

2
гж4
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ρξ

ρ−ρσ
=

gU .   (1.2.30) 

 
В работе [24] для области  (диаметр пузырьков 2–15 мм) 

рекомендуется принимать скорость всплывания пузырьков, равной 26–
30 см/с (рис. 1.6). Пузырьки диаметром более 15 мм ( ) всплывают с 

800Re >

4500Re >
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несколько большими скоростями 35–40 м/с, но оказываются 
малоустойчивыми и дробятся на более мелкие. 

 

 
 
Рис. 1.6. Зависимости скорости всплытия капель и 

пузырей от эквивалентного диаметра: 1 – капли хлорбензола в 
воде; 2 – капли дихлорэтана в воде; 3 – пузырьки воздуха в воде 
(экспериментальные данные Хабермана и Мортона) 

 
Для расчета скорости движения пузырьков можно использовать 

следующие полуэмпирические формулы: при ламинарном режиме (Re<2) 
 

( )
μ
ρ−ρ

=
9

2 2
гж эRgU ,    (1.2.31) 

 
при движении пузырей, имеющих форму сфероидов, в интервале <Re<А2 0,42

 
52,028,1 /81,1 ν= эRU ,     (1.2.32) 

 

где ( ) эRg
А

гж ρ−ρ
σ

=  – безразмерный комплекс; Rэ – эквивалентный радиус 

пузырька, м. 
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 В интервале 4А0,42<Re<3А0,5 

 

( )

5,0

гж
35,1 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ρ−ρ
σ

=
эR

U .    (1.2.33) 

 

 При движении грибообразных пузырей (Re>3A0,5) 
 

( )
25,0

2
ж

гж53,1 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ρ

ρ−ρσ
=

gU .    (1.2.34) 

 
Исследования показали [25–30], что совпадение теоретических и 

экспериментальных данных по всплыванию газовых пузырьков в жидкости 
имеет место лишь при исключительной чистоте взаимодействующих сред. 
Присутствие небольших примесей поверхностно-активных веществ в 
жидкости приводит к уменьшению скорости всплывания пузырьков. 

 
Форма пузырьков 

 
Скорость всплывания, а также гидродинамическое поле пузырька в 

значительной степени зависят от его формы. Предполагается, что форма 
пузырька очень мало отличается от сферической, поэтому имеет смысл 
заранее определить границы этого допущения. 

Условие сферичности может быть получено путем сравнения 
капиллярных сил, стремящихся придать пузырьку сферическую форму, и сил 
гидродинамического давления, стремящихся его сплюснуть. В этом случае 
условие сферичности примет вид 
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⎜⎜
⎝

⎛
ρ
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<<
g

R ,                                          (1.2.35) 

 
где  – поверхностное натяжение жидкости, Н/м.  σ

Согласно работе [31], критерий сферичности имеет несколько иной вид 
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и дает меньшие значения R, чем (1.2.35). 
При исследовании формы пузырьков, всплывающих при малых числах 

Рейнольдса, было получено следующее выражение: 
 

1We21,0 << ,                                         (1.2.37) 
 

где  – число Вебера, определяемое по формуле We
 

σ
ρ

=
2

жWe sRU .                                         (1.2.38) 

 
На основании анализа известных экспериментальных данных можно 

заключить, что при наличии поверхностно-активных веществ пузырьки 
сохраняют в воде сферическую форму вплоть до радиусов порядка 1 мм. 
Следует заметить, что поверхность даже столь маленьких пузырьков 
испытывает колебательные движения. Однако амплитуда этих колебаний 
настолько мала, что форму пузырька и его гидродинамическое поле можно 
считать стационарным. 

 
Движение капель в поле силы тяжести в жидкостях 

 
Динамика капель, движущихся под действием силы тяжести в вязких 

несжижаемых жидкостях, исследовалась в ряде работ [14, 23, 32–50]. 
Рассматривая движение капли, следует отметить, что, по сравнению с 

обтеканием твердой сферы, особенности обтекания капли, как и пузырей, 
связаны со свойствами текучести среды, заключенной в объеме капли. При 
обтекании капли потоком вязкой жидкости нормальные и касательные 
напряжения, возникающие на поверхности капли, приводят к возникновению 
в капле внутренних циркуляционных токов, вызывают деформацию ее 
поверхности, что существенно усложняет постановку и решение задачи. 

Впервые задача обтекания капли безграничным потоком вязкой 
незжижаемой жидкости была решена Адомаром и Рыбчинским. В этом 
случае капля является сферой, а течение вне и внутри капли –
 безынерционным ; решение получено в виде функций тока. ( 1Re ≤i )

Выражение для функций тока при Rec << 1 было получено Хиллом для 
случая, когда движение внутри сферической частицы можно считать 
идеальным. 
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При Rec > 1 получить точное аналитическое решение даже для 
сферической капли трудно. Поэтому для решения уравнения 
Навье–Стокса используются численные методы. 

Так, Хамелек и Дженсон для нахождения приближенного решения 
использовали метод Бубнова–Галеркина. Однако он не обеспечивал 
достаточной точности как по интегральным характеристикам движения, так и 
по структуре течения внутри и вне капли. В работе [23] даны схемы, 
позволившие рассчитать движение капли для более широкого диапазона 
изменения режима. 

Проблема изучения зависимости скорости движения (осаждения или 
всплытия) одиночных капель ∞V  от их диаметра посвящены работы [34–38]. 
Как известно, капли можно подразделить на три группы: 

1. мелкие (Reс << 1, скорость движения пропорциональна d 2); 
2. средние, сферические (1 < Reс < Reкр, ∞V  ~ d 0,5÷1,0); 
3. крупные (Reс > Reкр, ∞V ≈const). 
Для каждой группы капель гидродинамические характеристики 

различны. Так, мелкие капли находятся в режиме ползущего течения; 
средние движутся в ламинарном потоке, при этом их траектория движения 
прямолинейна; а крупные капли со спиральной траекторией движения 
находятся в турбулентном режиме. 

В случае ползущего движения скорость капель подчиняется уравнению 
Адамара–Рыбчинского, при условии, что растворы не загрязнены 
поверхностно-активными веществами (ПАВ) [32, 33]: 

 

( )2 c

c c

2Δ / 2
,

3 2
D

D

g d
V∞

ρ μ + μ
=

μ μ + μ
                          (1.2.39) 

 
где Dρ−ρ=ρ сΔ ; μ  – динамическая вязкость, Па ⋅ с; нижние индексы: «с» – 
сплошная, «D» – дисперсная фазы. 

Наличие ПАВ [14, 39] приводит к подавлению циркуляции жидкости 
внутри капель вследствие уменьшения подвижности ее поверхности. В этом 
случае капля по характеру обтекания подобна твердой сфере и ее скорость 
изменяется по закону Стокса (1.2.16): 

 

( )2

c

2Δρ / 2
.

9μ
g d

V∞ =     (1.2.40) 
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В области умеренных значений Reс(1 < Reс < Reкр) при ламинарном 
режиме движения скорость установившегося движения капель можно найти 
из условия равновесия сил тяжести и сопротивления, аналогично (1.2.13): 

 
0,5

c

4Δρ .
3ρ ξ

gdV∞
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                     (1.2.41) 

 
Авторы [34, 35] предлагают скорость движения средних капель 

вычислять по уравнению 
 

1 22
3 3c3

c c

μ Δρ( / 9) .
ρ ρ

V g
−

∞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

d

.

                         (1.2.42) 

 
Достижение Reкр свидетельствует об изменении внешней картины 

обтекания капли – происходит отрыв внешнего потока от нее и образование 
за кормой характерного вихревого следа. В этой области изменение Reс 
движение капель все в большей степени начинает отличаться от движения 
твердых частиц. Точка отрыва определяется обращением в нуль скорости, а 
не касательного напряжения, как в случае обтекания твердой частицы. И, 
если точка отрыва средней частицы происходит при Re ~ 20, то вследствие 
наличия внутреннего циркуляционного течения в капле и, следовательно, 
улучшения обтекания капли, Re отрыва капли смещается вправо. Возвратный 
вихрь не располагается непосредственно на границе капли, а сносится вниз 
по течению. 

Величина Reкр варьируется в пределах от 100 до 300 и зависит от 
физико-химических свойств системы и прежде всего от / cμμ=μ∗ D  Так, в 

работе [36] показано, что при ∗μ  << 1 течение безотрывно, если Reс < 200. Но 

уже при  = 3 турбулентность за каплей возникает при Re∗μ с ~ 100. 
Характер обтекания капель отличается от характера обтекания твердых 

частиц как за счет циркуляции внутри капли, так и за счет деформации 
капли, вследствие подвижности поверхности капли и неравномерного 
распределения по ней статического давления. За счет сил поверхностного 
натяжения на границе раздела фаз возникает капиллярное давление, 
стремящееся придать капле форму, которая при заданном объеме обладала 
бы минимальной поверхностью, т. е. форму сферы. Величина этого давления 
обратно пропорциональна радиусу капли 
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4
d

P σ
=σ      (1.2.43) 

 
Вместе с тем давление жидкости во внешнем потоке стремится 

деформировать каплю. 
Критический диаметр капель dкр, соответствующий условной границе 

начала проявления эффектов, связанных с жидкой природой капли, можно 
определить по критериальному уравнению, полученному И.Г.Плиттом: 
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Критическому диаметру соответствует критическое значение числа 

Рейнольдса: 
 

крRe ~
( )

3
с

4
c с

σ ρ4,55 .
μ ρ ρD g−

                           (1.2.45) 

 
Положение границы Reкр существенно зависит от наличия в фазах 

примесей и ПАВ из-за резкого изменения поверхностного натяжения даже 
при очень малых добавках ПАВ. Это подтверждают экспериментальные 
исследования [40]. Добавка ПАВ в количестве 10–4 г/л в исследуемую 
систему вода – дихлорэтан занижает значение предельной скорости на 20 %. 
В присутствии ПАВ капля движется по закону жестких сфер. 

С дальнейшим увеличением Reс отрыв потока вызывает пульсации 
давления по поверхности, что приводит к возбуждению колебаний на 
поверхности и потере устойчивости прямолинейной траектории. Капли 
теряют сферическую форму. В этой области (Reс > Reкр) авторы [37] 
предлагают скорость движения рассчитывать по выражению 

 
( )

( ) ,
ρ2/

σ
ρ

Δρ2/

cc

э

эd
dgV +=∞                          (1.2.46) 

 
где dэ – диаметр эквивалентной сферы дисперсной частицы, м. 

Скорость движения капли уменьшается и при дальнейшем увеличении 
Reс становится практически независимой от диаметра капли. 
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Оценка скорости движения деформированной капли  в 
жидкости приводит к выражению [38] 

( )мм64 ≤≤ d
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ξρ
σρ8

25,0

2
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⎟
⎟
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⎞
⎜
⎜
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⎛
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gV D                                   (1.2.47) 

 
 Для вычисления коэффициента ξ  в выражениях (1.2.41) и (1.2.47) 
используются различные уравнения. 

Для определения коэффициента сопротивления капли при малых 
значениях Re Тейлор и Акривос [45] получили 
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где сμμ=μ∗ D  – отношения динамических вязкостей дисперсной и 
сплошной фаз. 

При Re → ∞ и малых значениях ∗μ  получено соотношение [46]: 
 

( ) .
Re
5,1121,25,11

Re
48

2

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛ μ+
−μ+=ξ

∗
∗                        (1.2.49) 

 
Для промежуточных значений Re и малых значениях  для расчета 

коэффициента сопротивления рекомендуют выражение [47]: 

∗μ
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где ( )( )Re316,3161

Re

+μ+
=

∗  
k . 

 
При больших значениях параметра ∗μ  применима формула [47]: 

 

,
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sg                                        (1.2.51) 
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где  и  – значения коэффициентов сопротивления при gξ sξ 0=μ∗  и 

 соответственно. ∞=μ∗

 При Re<100 также рекомендуется выражение [14] 
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Для средних (сферических) капель (100<Re<300) получено выражение 

[48]: 
 

033,019,0 WeRe82,1 −−=ξ ,                            (1.2.53) 

 
где We  – критерий Вебера. σρ= ∞ /к

2
с dV

Сравнение коэффициентов сопротивления капли и твердой сферы 
показывает, что коэффициент сопротивления капли при докритических 
режимах движения (Re ≈ 100 ÷ 300) меньше, чем коэффициент 
сопротивления эквивалентной твердой сферы, так как внутри капли 
развивается циркуляционное течение, приводящее к уменьшению 
касательных напряжений на поверхности. Из-за этого скорости движения 
капли больше, чем у твердых сфер. Экспериментальные наблюдения [48, 49] 
показывают, что при дальнейшем увеличении Re начинает наблюдаться 
уменьшение наклона кривой ( )Reξ=ξ  (рис. 1.7, 1.8) и на некотором 
небольшом участке коэффициент сопротивления практически не зависит от 
Re. 

Это может быть объяснено тем, что капля начинает деформироваться и 
терять устойчивость. Проблеме изучения деформации капель посвящен 
целый ряд работ [48–59]. Из экспериментальных исследований [55] следует, 
что капля сохраняет сферическую форму при значениях 0,091We0,95 << 1. В 
работах [56, 57] даны зависимости эксцентриситета капли от критериев 

. ∗μ ,Re We, i
Установлено, что при фиксированных Rei с увеличением числа Вебера 

(до 0,5 ÷ 0,8) [58, 59] поверхность капли деформируется в сфероид, 
сплющенный в направлении движения. Сначала наиболее деформируемой 
оказывается сторона, направленная навстречу набегающему потоку, однако 
асимметрия постепенно сглаживается, а затем меняет направление, т. е. более 
выпуклой становится лобовая сторона. 
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Рис. 1.7. Зависимость коэффициента сопротивления 
от критерия Рейнольдса: 1 – капли хлорбензола в воде; 2 – 
капли дихлорэтана в воде; 3 – твердая частица [14, 49] 

 

 
 

Рис. 1.8. Зависимость коэффициента сопротивления от 
критерия Рейнольдса: 1 – капли бромбензола в воде; 2 – капли 
нитробензола в воде; 3 – твердая частица [48, 49] 

 
Объясняется это тем, что при росте деформации поверхности застойная 

зона за каплей увеличивается в размерах, циркуляционное течение в ней 
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становится более интенсивным. При дальнейшем увеличении числа Вебера 
происходит увеличение деформации капли в лобовой зоне; капля 
приобретает эллипсоидальную форму, а затем в лобовой части появляется 
лунка и капля становится чечевицеподобной. 

Составляющие силы сопротивления от давления с ростом числа Вебера 
увеличиваются, так как форма капли становится плохообтекаемой. Однако 
коэффициент трения сильно падает из-за уменьшения поверхностного 
натяжения. Поэтому общий коэффициент сопротивления остается примерно 
постоянным и только при We > 0,8 начинает увеличиваться. 

Кроме деформации на значение коэффициента сопротивления капли 
влияет ее устойчивость и колебания. 

В работах [44, 56, 60] авторы показали, что при  ~ 200, We ~ 4 
наблюдается неустойчивое движение капель: при d > d

Re
кр (dкр соответствует 

 ~ 200, We ~ 4) капли будут осциллировать, а при d < dRe кр колебания будут 
затухать. Неустойчивость движения капли проявляется, с одной стороны, в 
колебаниях капли как целого, с другой стороны, в развивающихся 
колебаниях ее поверхности. При определенных значениях чисел  и We 

(200 ≤ R  ≤ 400, 1,2 ≤ We ≤ 4) вихрь за каплей становится нестабильным и 
несимметричным. Отрыв потока возмущает внешний поток, вызывает 
пульсации давления на поверхности, что приводит к возбуждению колебаний 
на поверхности и потере устойчивости прямолинейного движения. 
Коэффициент сопротивления начинает возрастать, достигает значения 
коэффициента сопротивления твердой сферы и затем превышает его; при 
этом уменьшается скорость движения. Достижение минимума значения 
коэффициента сопротивления может служить признаком выхода на 
неустойчивый режим. После точки минимума капля начинает осциллировать, 
и коэффициент сопротивления быстро увеличивается с ростом числа . В 
работе [61] выяснено, что чем больше 

Re

e

Re
∗μ , тем позднее появляется 

осцилляция. Это можно объяснить тем, что для генерации колебаний в более 
вязкой жидкости необходимо подвести энергии больше, чем к менее вязкой. 
Частота колебаний поверхности убывает при росте диаметра капель, а при 
повышении вязкости капель – возрастает. С дальнейшим увеличением  

деформация капель становится все более значительной, колебания 
приобретают все более беспорядочный характер. В этой области кривая 

 имеет почти постоянный наклон, а предельная скорость движения 
капель становится практически независящей от диаметра (рис. 1.7, 1.8). 

Re

(Reξ=ξ )

Авторы [48] рекомендуют в этой области изменения  следующее 

уравнение для расчета коэффициента сопротивления 

Re
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0,3424,38 10 Re We .0,62−ξ = ⋅                          (1.2.54) 

 
Для капель с внутренней циркуляцией Адамаром и Бондом была 

предложена следующая формула (при Rе < 0,6 и при бесконечном объеме 
сплошной фазы) для вычисления скорости движения: 

 
2
к с

с с

( ) 3(1 .
18 (2 3 )

D D

D

d
V∞

γ − γ μ − μ
= с )

μ μ + μ
                      (1.2.55) 

 
В работе [41] рассмотрено три режима движения капель в колоннах, 

границы между которыми определяются значениями комплекса: 
 

0,8
3c

с

γ γ
Ga Г ,

γ
DM −⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                            (1.2.56) 

 

где ,Г
кол

ккол
d

dd −
=  2

c

2
с

3
к
μ
ρGa gd

=  – критерий Галилея,  – диаметр 

колонны, м; d

колd

к – диаметр капли, м. 
Для области ламинарного режима (М < 66,5 или Rе < 5,8) скорость 

движения капли в жидкости описывается выражением: 
 

0,8
3c

c

γ γ
Re 0,05Ga Г ,

γ
D −⎛ ⎞−

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                       (1.2.57) 

 
переходного режима движения (66,5 < М < 70000 или 10 < Rе < 270) 

 

2
68,1

с

c3
2

Г
γ
γγGa2025,0Re −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= D                   (1.2.58) 

 
и турбулентного движения капель (М > 70000 или Rе > 270) 

 

.Г
γ
γγGa3,1Re 5,1

4,0

с

c5,0 −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= D                      (1.2.59) 

 
Для относительной скорости движения капель Смирновым и Рубаном 

было получено уравнение  
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0,5
0,5 0,5 1с

относ к
с с

Г ,DDU d g −⎛ ⎞γ − γγ
= α ⎜ ⎟γ γ⎝ ⎠

             (1.2.60) 

где 

.25,121,06,0
6,0

c

c +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

γ
γ−γ

=α D                     (1.2.61) 

 
Уравнение пригодно для случая Rе > 190. 
В области больших Rе для расчета скорости капли рекомендуется 

уравнение 
 

,Weφ00418,0Re 81,191,2 −−=                           (1.2.62) 
 

где ϕ – удерживающая способность по дисперсной фазе; 
σ

ρ
= ∞ к

2
cWe dV  – 

критерий Вебера;  – межфазовое натяжение на границе жидкость – 
жидкость, Н/м. 

σ

В области переходного режима для определения скорости осаждения 
частиц применимо также уравнение, полученное Тодесом с сотрудниками: 

 

,
Arε61,0118

ArRe
75,4

75,4

+

ε
=                                 (1.2.63) 

 

где ε=1 – ϕ; 
( )

с

с
2
c

2
с

3
к

ρ
ρρ

μ
ρAr −

= Dgd
 – критерий Архимеда. 

Для крупных капель Hu и Kinter предлагаются следующие зависимости: 
 

( ) 78,0T75,0=Q  при 70T2 ≤< ,                         (1.2.64) 
 

( ) 42,0T22=Q  при ,                              (1.2.65) 70T >
 

где 15,0
Re75,0

P
Q += , 

σ3
Δρ4T

15,0
2
к

Pgd= , 4
c

32
c

Δ μρ

σρ
=

g
P . 

При наличии интенсивного массообмена скорость капель несколько 
уменьшается. Исследование движения капель переменной массы 
представлено в работах [43, 44]. 
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В случае стесненного осаждения частиц для любого 
гидродинамического режима осаждения справедливо обобщенное уравнение 

 

,ArRe 75,42 ε++−= kk                            (1.2.66) 
 

где k  и  – безразмерные постоянные, определяемые экспериментально для 
частиц определенной формы. 

Для сферических частиц k  = 27,27 и 03,3=  уравнение (1.2.59) 
принимает вид 

 

.Arε03,327,2727,27Re 75,42 ++−=                     (1.2.67) 
 
Известна приближенная формула для расчета скорости стесненного 

осаждения капель: 
 
( ) ,φ1о.с

mVU −= ∞  
 

где m ≈ 1,5 для капель с внутренней циркуляцией. 
Анализ работ, посвященных изучению гидравлического сопротивления 

элементов дисперсной среды показывает, что, если для твердых частиц в 
литературе имеется достаточно расчетных формул, хорошо согласующихся с 
экспериментом, то для капель нет достаточно точных зависимостей для 
расчета гидравлического сопротивления и скорости движения во всем 
диапазоне изменения чисел Рейнольдса и Вебера. 

 
Движение твердых частиц и капель в газах 

 
Гидродинамические закономерности движения твердых частиц в 

газовых средах (например, в запыленном газе) в общем виде описаны в 
разделе 1.2. Но обычно большинство встречающихся в промышленной 
практике частиц не имеют правильной сферической формы и поэтому в 
вышеприведенные уравнения необходимо вносить поправки. Для этого 
используется динамический коэффициент формы 

 

.с.ч
2

.е.ч / dd=χ ,     (1.2.68) 
 

где  – эквивалентный диаметр частицы, равный диаметру шара, объем 
которого равен объему данной частицы, м;  – седиментационный 

.е.чd
.с.чd
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диаметр частицы, равный диаметру шара с той же плотностью и скоростью 
осаждения, что данная частица, м. 
 Для несферических частиц, подчиняющихся закону Стокса (1.2.8), сила 
сопротивления среды записывается в виде 
 

χ′πμ= кг3 dUF .    (1.2.69) 
 
 Значения динамического коэффициента для частиц различной формы 
находятся в пределах ÷1,48. 04,1=χ
 Из вышеприведенных зависимостей следует, что скорость осаждения 
частиц нешарообразной формы меньше, чем сферических. В литературе 
также часто используется поправочный коэффициент формы , на который 
умножают скорость осаждения сферической капли 

ϕ

 
ϕ=′ UU .     (1.2.70) 

 
 Коэффициент формы находится опытным путем и, как установлено, 
имеет значения для угловатых частиц 66,0≈ϕ , для продолговатых частиц 

 и для пластинчатых частиц 58,0≈ϕ 43,0≈ϕ . При расчете скорости U в 
(1.2.70) по выражению (1.2.13), (1.2.16) следует подставлять диаметр 
эквивалентного шара (1.2.18). 
 Рассмотренные выше зависимости относятся к случаю равномерного 
прямолинейного движения частиц, однако в реальных условиях движение 
частиц нестационарно и криволинейно. Время, в течение которого частица 
достигает постоянной скорости, теоретически равно бесконечности. В 
расчетах обычно с небольшой погрешностью допускают, что частица через 
малый промежуток времени после начала движения достигает постоянной 
скорости. Однако за это время частица может пройти значительное 
расстояние. Для учета этих эффектов используется дифференциальное 
уравнение равновесия сил 
 

( ) UUFgV
dt

zdV sign
2

ρρρρ
2

г
гчч2

2
жч ξ−−= ,  (1.2.71) 

 
где Vч – объем частицы, м3; F – площадь проекции частицы на плоскость, м2; 
z – вертикальная координата, м. Функция sign U=1 при U>0 и sign  при 
U<0. 

1U = −

 Для расчета коэффициента сопротивления можно использовать 
зависимости (1.2.14), (1.2.15) и др., полученные для твердых сфер и 
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справедливые для капель в газе диаметром менее 2 мм. Для более крупных 
капель время движения больше и ξ можно определить по выражению 
 

птАК Reξ = ,    (1.2.72) 
 

где ( )σж
4
ж ρμ= gК , а коэффициенты А, m, n зависят от числа Re и 

безразмерного комплекса К. 
 Устойчивость капли в газовом потоке определяется соотношением 
инерционных и поверхностных сил. Оно характеризуется значением 
критерия Вебера . σρ= /We к

2
г dU

 При We>12 капля теряет устойчивость и дробится на более мелкие. 
Согласно известным данным, максимальный радиус устойчивой капли при 
Re>1000 примерно равен 
 

( )гж
max ρ−ρ

σ
≈

g
R .    (1.2.73) 

 
 Средний радиус капли в газовом потоке, как отмечается многими 
авторами, приблизительно равен половине максимального устойчивого. 
 

1.3. Пленочное течение жидкостей 
 

 Пленочное течение условно подразделяется на режимы слабого и 
сильного взаимодействия с газовым или паровым потоком. Когда 
касательное напряжение на стенке ( ) 0гжст δρ−ρ=τ g  значительно больше 
касательного напряжения на межфазной поверхности пленки с газом жг−τ  – 
режим взаимодействия слабый ( стτ >> жг−τ ). В этом режиме газовый поток 
практически не влияет на характеристики пограничного слоя пленки 
жидкости. Такой режим реализуется в пленочном аппарате с вертикальной 
стенкой (каналом) при скорости газа менее 8 – 10 м/с ( <2·10огRe 4). Для 
насадочных колонн смена гидродинамического режима происходит при 
других числах . гRe
 Основным параметром, характеризующим режим течения пленки 
жидкости, является число Рейнольдса 
 

ср 0
пл

44Re
Uq δ

= =
ν ν

,    (1.3.1) 

где q – плотность орошения, м3/(м·с); 0δ  – толщина пленки, м. 
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 В зависимости от значения  различают ламинарный безволновой 
режим движения ( <12), первый и второй ламинарные волновые режимы 
(12< <1200±200), область развития турбулентности 
(1200±200< <2500) – псевдотурбулентный режим и развитое 
турбулентное течение пленки при >2500 (рис. 1.9). 

плRe

плRe

плRe

плRe
плRe

 
 
 

Рис. 1.9. Схема течения пленки 
конденсата на вертикальной стенке: 
1 – ламинарное течение с гладкой 
свободной поверхностью; 2 – то же, с 
волнами на поверхности;  
3 – турбулентное течение 
с нерегулярными волнами 
 

 
 

 

y 

1 

2 

 В случае движения пленки по вертикальной поверхности ламинарный 
режим можно оценить из условия 
 

1
3 11

кр 4
ж ж

Re 2, 4
g

⎛ ⎞σ
= ⎜⎜ ρ ν⎝ ⎠

⎟⎟ .    (1.3.2) 

 
 Первый ламинарный режим с «длинными» гравитационными волнами 
находится в интервале 
 

2,0

4
ж

ж
3

пл 74,4Re12 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

μ

ρσ
≤≤

g
.    (1.3.3) 

 
 При втором ламинарном режиме на поверхности пленки появляются 
«короткие» волны, связанные с капиллярными силами. Границы режима 
соответствуют неравенству 
 

x 

Ux

3 
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2001200Re74,4 пл

2,0

4
ж

ж
3

±≤≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

μ

ρσ

g
.  (1.3.4) 

 
 Следует отметить, что границы режимов приближенные и зависят от 
шероховатости каналов, условий подачи жидкости, наличия ПАВ и ряда 
других факторов. 
 Практически во всех случаях гидродинамика и тепломассообмен в 
пленках описываются в приближении теории пограничного слоя. Первые 
работы по теории ламинарных пленок даны Нуссельтом, турбулентных – 
Кольборном, Кутателадзе и др., первые работы по теории волнового 
движения пленок–П.Л.Капицей. 
 На рубеже XX – XXI столетий пленочным течением занимались и 
занимаются многие исследователи [1, 19, 62–74]. 
 В общем случае уравнение движения ламинарной пленки на плоской 
поверхности записывается в виде 
 

( ) α
∂

∂
μ+αρ−ρ=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

ρ sinsin 2

2
гжж

y
Ug

y
UV

x
UU

t
U xx

y
x

x
x , (1.3.5) 

 

,0;0 =
∂
∂

=
∂

∂
+

∂
∂

y
Р

y
V

x
U yx  

 
с граничными условиями: при ; при 0,0 === yx VUy

0 гр, x

y

Uy ∂
= δ μ = τ

∂
. 

 Для установившегося ламинарного пленочного течения одномерное 
уравнение движения имеет вид 
 

( ) αρ−ρ=
∂

∂
μ sinгж2

2
g

y
U x .   (1.3.6) 

 
 Интегрирование этого уравнения с граничными условиями при 

 при ;0,0 == xUy 0, xUy
y

∂
= δ =

∂
0 дает параболический закон 
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0 sin
2x

g yU y ⎛ ⎞= δ −⎜ ⎟ν ⎝ ⎠
α .    (1.3.7) 

 
 Отсюда максимальная скорость на поверхности пленки равна 
 

2
max 0

1 sin
2

gU = δ α
ν

,     (1.3.8) 

 
а средняя скорость 
 

2
ср 0

0 0

1 1 sin
3x

gU U dy
δ

= = δ
δ ν∫ α .   (1.3.9) 

 
 Из (1.3.7) и (1.3.8) следует соотношение 
 

.5,1
ср

max =
U

U
 

 
 Массовый расход жидкости на единицу ширины пленки с 
использованием (1.3.9) запишется в виде (при =α 90 °) 
 

3
ж ж 0

0
/ 3xG U dy g

δ
= ρ = ρ δ ν∫ .    (1.3.10) 

 
 Отсюда средняя толщина пленки равна 
 

330
ж

3 3G
g g

qν ν
δ = =

ρ
,    (1.3.11) 

 
где q – приведенный расход, м3/(м·с). 
 При турбулентном движении пленки уравнение движения запишется 
аналогично (1.3.6), только с коэффициентом турбулентной вязкости 
 

( ) ( )
y

U
y

g
dy
d x

∂
∂

μ+μ
∂
∂

=ρ−ρ=
τ

Tгж .   (1.3.12) 

 
 Касательное напряжение на стенке следует из условия баланса сил 
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( )ст ж г 0gτ = ρ − ρ δ .    (1.3.13) 
 
 Если использовать степенное распределение (корня 1/7) профиля 
скорости в пленке и закон трения плоской пластины, то для определения 
толщины пленки следует выражение 
 

7 1
12 12

0 1
3

0,37 q

g

ν
δ = ,    (1.3.14) 

 
а скорость на межфазной поверхности равна срmax 15,1 UU = . 

 
Моделирование массотеплопереноса 

 
 В промышленности находят применение пленочные контактные 
устройства, выполненные в виде вертикальных каналов, где происходит 
взаимодействие пленки жидкости с газовым или паровым потоком. 
В зависимости от направления движения фаз и силы касательного 
напряжения  на поверхности раздела, возможны три различных режима 
взаимодействия: нисходящий прямоток (

τ
τ>0), противоток (τ<0) и 

восходящий прямоток (τ<0, Uж<0). 
 Концентрации компонентов в газовой и жидкой фазах могут быть 
определены в результате совместного решения уравнений движения и 
конвективной диффузии. 
 В жидкой фазе ( жж , VVUU == ) 
 

( )

( )

T ж
ж

T ж

1

,

x x x x
x x

x

U U U UРU V
t x y x x x

U g
y y

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⎡ ⎤+ + = − + ν + ν +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

⎡ ⎤∂∂
+ ν + ν +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

  (1.3.15) 
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( )

( )

T ж
ж

T ж

1

,

y y y y
x y

y

V V V VРU V
t x y y x x

V
g

y y

∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤∂ ∂
+ + = − + ν + ν +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

∂⎡ ⎤∂
+ ν + ν +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

  (1.3.16) 

 

[ ]

[ ]

ж ж ж ж
ж

ж
ж

,

x y T

T

C C C CU V D I D
t x y x x

CD I D
y y

∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤∂ ⎛ ⎞+ + = +⎜ ⎟ +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤∂∂ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

 (1.3.17) 

 

( ) ( )ж ж ж ж
Т Тж жx y

Т T T Т ТU V a a a a
t x y x x y

ж
y

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎡ ⎤+ + = + + +⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
,(1.3.18) 

 

y
y

V
x

U yx ,0=
∂

∂
+

∂
∂ < 0δ ,   z>0.    (1.3.19) 

 
В газовой фазе ( ) гг , VVUU ==

 

( )

( )

T г
г

T г

1

,

x x x x
x y

x

U U U UРU V
t x y x z z

U
y y

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⎡ ⎤+ + = − + ν + ν +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

⎡ ⎤∂∂
+ ν + ν⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

  (1.3.20) 

 

( )

( )

T г
г

T г

1

,

y y y y
x y

y

V V V VРU V
t x y y x x

V
y y

∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤∂ ∂
+ + = − + ν + ν +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

∂⎡ ⎤∂
+ ν + ν⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

  (1.3.21) 
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г г г г
г

г
г

,

x x T

T

C C C CU V D I D
t x y x x

CD I D
y y

∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤∂ ⎛ ⎞+ + = +⎜ ⎟ +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤∂∂ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

 (1.3.22) 

 

( ) ( )г г г г
Т Тг гx y

x

Т T T Т ТU V a a a a
t x y x y

г
y

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎡ ⎤+ + = + + +⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, (1.3.23) 

 

y
y

V
x

U xx ,0=
∂
∂

+
∂
∂

> 0δ , Z>0.   (1.3.24) 

 
Уравнения массопереноса (1.3.17) и (1.3.22) записаны в матричной 

форме. 
К уравнениям (1.3.15) – (1.3.24) устанавливаются граничные условия: 

при ;0/,00 ж =∂∂=== yCVUy xx  

при  0 ж г гр ж г, /y U U U C C= δ = = = ;m

;//;// ггжжггжж jyСDyСDyUyU =∂∂=∂∂τ=∂∂μ=∂∂μ  
при y = R (на оси канала) ;0/г =∂∂ yС  

при z = 0 (на входе в канал)  ., жнжнгг СССС ==
 

Коэффициенты массоотдачи 
 
 Применяются два основных подхода для определения коэффициента 
массоотдачи и поля концентрации в турбулентной пленке. 
 В первом подходе используется осредненный по времени профиль 
скорости, который находится из решения уравнения движения с 
соответствующими характеристиками турбулентного обмена. Поле 
концентрации вычисляется из решения уравнений конвективной диффузии 
[63, 76, 77]. Основная трудность в данном случае заключается в определении 
функциональных зависимостей ( ) ( )yDy TТ иν , которые содержат 

эмпирические константы, а так-же в точном решении дифференциальных 
уравнений в частных производных. 
 Второй подход основан на моделях пограничного слоя Кишиневского, 
Данквертса, Хигби, Ландау – Левича и др. [78–83], также имеющих 
полуэмпирический характер (см. главу 6). 
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 Как правило, течение пленки жидкости по стенке канала 
сопровождается воздействием на ее свободную поверхность газового или 
парового потока. При небольшой скорости газа это взаимодействие 
незначительно и течение пленки можно рассматривать как свободное 
движение жидкости вдоль твердой поверхности. Если скорость газа 
достигает 10 м/с и более, то наблюдается резкая интенсификация процессов 
переноса в пленке [84–97] и гидродинамический режим течения 
определяется, главным образом, потоком газа. При этом движение фаз может 
быть как прямоточным нисходящим, так и восходящим, когда газовый поток 
за счет значительных сил трения на межфазной поверхности увлекает пленку 
жидкости. По мере увеличения скорости газа ( )constReпл =  наблюдается 
примерно пропорциональное увеличение коэффициентов массоотдачи в 
жидкой фазе. Например, при скорости газа 40 м/с и Reпл=85 интенсивность 
массоотдачи в 10 раз превышает интенсивность массопереноса в пленке 
жидкости, стекающей под действием силы тяжести, и при том же значении 
числа Рейнольдса [85]. 
 Газожидкостной дисперсно - кольцевой поток характеризуется 
совместным движением двух фаз в виде трех составляющих – газа, капель 
жидкости в потоке газа и жидкости в виде пленки, которая движется по 
стенкам канала, а от скорости газового потока заметно зависит толщина 
пленки и перепад давления [98–108]. Для расчета коэффициентов массо- и 
теплоотдачи при таком режиме находят применение математические модели, 
связанные с потерей энергии при движении газа на контактных устройствах. 
 Для наибольшей интенсификации процессов массо- и теплообмена 
используются специальные завихрители газа и пленки жидкости, а так-же 
каналы с шероховатой стенкой. 
 

1.4. Насадочные аппараты 
 

Насадочные колонные аппараты широко применяются в 
нефтехимической, химической и других отраслях промышленности для 
разделения как бинарных, так и многокомпонентных смесей. Большинство 
насадочных аппаратов работают в пленочном режиме. 

Достоинством насадочных колонн является низкое гидравлическое 
сопротивление, высокая эффективность и широкий интервал устойчивой 
работы. При проектировании насадочных колонн существует проблема 
выбора методов расчета гидравлических и массообменных характеристик, а 
также определения эффективности проводимых процессов. Разделение 
смесей в колонне при проведении процессов происходит в результате 
теплообмена и массообмена между неравновесными потоками газа (пара) и 
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жидкости в слое насадки. В научной литературе имеется большое количество 
публикаций, посвященных исследованию гидродинамики, массообмена и 
теплообмена в насадочных колоннах [109–116]. 

Насадочные аппараты представляют собой вертикальные 
цилиндрические колонны, заполненные твердой насадкой, предназначенной 
для увеличения  поверхности контакта газовой и жидкой фаз. Отдельными 
элементами насадки могут служить тела довольно сложной формы. 
Разработано множество вариантов их конструкции. 

В зависимости от режима работы насадочного аппарата основной 
поверхностью контакта газовой и жидкой фаз могут являться внешняя 
поверхность жидкой пленки, стекающей по элементам насадки (режимы 
пленочный и подвисания), либо поверхности пузырьков газа и капель 
жидкости (режим эмульгирования). Как правило, насадочные аппараты 
работают при противоточном движении фаз, при этом жидкая фаза подается 
в верхнюю часть колонны, а газовая − в нижнюю. 

Насадка укладывается в колонну на опорные решетки, имеющие 
отверстия для прохода жидкости и газа, служащие одновременно для 
равномерного распределения последнего. Первоначальное распределение 
жидкости по насадке осуществляется с помощью распределительного 
устройства, в качестве которого могут использоваться распределительные 
тарелки, форсунки, центробежные оросители и т.д. Однако по мере стекания 
жидкости по насадке равномерность ее распределения нарушается в силу так 
называемого «пристеночного эффекта». Он обусловлен неоднородностью 
заполнения элементами насадки поперечного сечения аппарата, а именно 
невозможностью плотной укладки элементов насадки вблизи обечайки 
(цилиндрических стенок колонны) в силу геометрических причин. Это 
приводит к большему свободному объему вблизи стенок колонны, что 
уменьшает гидравлическое сопротивление потоку жидкости и вызывает 
преимущественное стекание жидкости от центра к периферии. Для 
предотвращения данного явления насадку укладывают секциями высотой не 
более 3-4 диаметров колонны. При этом между секциями располагают 
перераспределительные устройства, восстанавливающие равномерность 
орошения насадки. Над распределительным устройством, как правило, 
устанавливают брызгоуловители (демистры) для предотвращения уноса 
капель жидкости газовым потоком. 

Насадка должна удовлетворять следующим основным требованиям: 
обладать максимальными удельной поверхностью νа  и долей свободного 
объема , высокой прочностью и химической стойкостью, низкими 
стоимостью и гидравлическим сопротивлением, способностью хорошо 
смачиваться жидкостью и равномерно распределять ее по сечению аппарата. 

свε
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Кроме этого насадка должна легко загружаться в аппарат и при 
необходимости удаляться из него. 

Универсальной насадки, удовлетворяющей всем этим требованиям, не 
существует. Ряд требований является взаимоисключающим. Так, увеличение 
удельной поверхности насадки приводит, как правило, к уменьшению доли 
ее свободного объема и увеличению гидравлического сопротивления. Этим 
объясняется множество конструкций элементов насадок. Они могут 
изготавливаться из различных материалов (металла, пластмассы, керамики и 
т.д.), иметь различные размеры. Основными характеристиками насадки, 
приводимыми в справочной литературе, являются: материал, размер 
элемента, насыпная плотность (масса 1 м3 насадки), удельная поверхность 

νа , свободный объем , эквивалентный диаметр dсвε э. Наиболее широкое 
распространение в промышленности долгое время имели кольца Рашига 
(тонкостенные полые цилиндры с диаметром, равным высоте), при этом 
кольца малых размеров (до 50 мм) засыпают в колонну навалом, а большие 
кольца укладываются, как правило, регулярно правильными рядами, 
смещенными друг относительно друга. Преимуществом регулярной насадки 
является меньшее гидравлическое сопротивление, однако она более 
чувствительна к равномерности орошения. Основным достоинством колец 
Рашига является простота изготовления и дешевизна, а недостатком − 
повышенное гидравлическое сопротивление и обратное перемешивание 
потоков. Для устранения данного недостатка начали разрабатывать и 
применять насадки других типов: перфорированные кольца (Палля), кольца с 
внутренними перегородками, а также седла различной конструкции (Берля, 
«Инталлокс») и т.д. Увеличение размеров элементов насадки приводит к 
увеличению свободного объема, снижению гидравлического сопротивления, 
но и уменьшает удельную поверхность насадки. Регулярная насадка может 
изготовляться из пакетов плоских вертикальных параллельных пластин. 
Пакеты, расположенные друг над другом, повернуты под определенным 
углом. Для увеличения удельной поверхности пластины могут производиться 
рифлеными и гофрированными. 

 
Гидравлические характеристики насадочных колонн 

 
 Основными гидравлическими характеристиками работы колонн, 
заполненных насадкой, являются: количество удерживаемой жидкости, 
смачиваемость поверхности и перепад давления слоя. 
 Количество удерживаемой жидкости жε  в насадочной колонне 
складывается из статической стжε  и динамической джε  составляющих [111] 
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джстжж ε+ε=ε .     (1.4.1) 
 
 Статическая составляющая представляет собой количество жидкости, 
удерживаемой на насадке капиллярными силами, эта величина не зависит от 
гидродинамических условий и определяется формой и материалом насадки, а 
так-же свойствами орошаемой жидкости. Динамическая составляющая –
 количество жидкости, движущейся по насадке, определяется 
гидродинамическими условиями и формой насадочных элементов. 
 Динамическая составляющая вычисляется из выражения вида [111]  
 

,GaReждж
kmА −=ε     (1.4.2) 

 
где значения коэффициентов A, m, k определяются экспериментальным путем 
для каждого типа насадки. 
 При  и ( )жж /4Re ν= νaq ( )32

ж/Ga vаg ν=  для колец Рашига, 
засыпанных внавал, коэффициенты равны: A=0,38; m=0,56; k=0,33 или 
A=0,747; m=0,64; k=0,42; q – плотность орошения, м3/(м2·с). 

При , , где  – наружный диаметр 
насадки, коэффициенты в выражении (1.4.2) имеют значения [111]: A=41,8; 
m=0,5; k=0,5. 

жнж /Re ν=Qd 2
ж

3
н /Ga ν= gd нd

Для колец Рашига 10–25 мм в колонне диаметром 0,175 м 
Гильпериным получено: 

 
68,0

э
19,0

г
4,0

ж
3

ж 1086,3 −−⋅=ε dVV ,   (1.4.3) 
 

где  – расход жидкости и газа соответственно (мгж , VV 3/ч). 

 В работе [115] рекомендуются критериальные выражения вида  
 

( )RePr,We,Ga,ж f=ε ,    (1.4.4) 
 
которые дают возможность вычислить удерживающую способность жидкой 
фазы в насадках различной конструкции с максимальным размером до 
6×6 мм. Для мелкой насадки также применяется уравнение Зельвенского 
 

( )0,6671 3
ж ж жRe ,k aνε = ν    (1.4.5) 

где число Рейнольдса ( )жж /4Re ν= νaq . 
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Коэффициент k для насадки из колец металлической сетки (КМС) 
равен k=10, а для спирально-призматической насадки из нержавеющей стали 
и капрона – k=3 [115, 116]. 

Уравнения для расчета статической составляющей задержки жидкости 
в насадке даны в работах [111, 115]. 

Результаты расчета динамической составляющей задержки жидкости 
по выражениям (1.4.2) и (1.4.3) в колоннах с кольцами Рашига различного 
диаметра показывают, что для колец размером до 15 мм удовлетворительное 
согласование  с данными других авторов дает уравнение (1.4.2) с 
коэффициентами A=41,8; m=0,5; k=0,5, а при >15 мм уравнение (1.4.2) с 
коэффициентами A=0,747; m=0,64; k=0,42. 

ждε

нd

Коэффициент смачиваемости поверхности. При пленочном режиме 
работы колонны ниже точки подвисания в большинстве случаев не вся 
поверхность насадки смочена жидкостью. Зависимость доли смоченной 
поверхности насадочных элементов от конструктивных параметров 
определяется экспериментально. Доля смоченной поверхности 
характеризуется коэффициентом смачиваемости 

VWW αα= /ψ  – 

отношением поверхности смоченной жидкости к геометрической 
поверхности. Экспериментальные данные коррелируются выражением [111]: 

 
( )ψ 1 exp

W
m= − − ,     (1.4.6) 

 
где коэффициенты по данным различных авторов равны: 
 

жRe .pm b=     (1.4.7) 
 
 Кольца 15 – 35 мм, b=0,16; p=0,4. 
 Седла 12,5 мм, b=0,089; p=0,7. 
 По данным Онда, m имеет вид 
 

0,75
кр 0,1 0,15 0,2

ж1, 26 Re Fr We ,m −σ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟σ⎝ ⎠

   (1.4.8) 

 
где  – критерии Фруда и Вебера; ж

22 /We;/Fr ρσ== νν gagaq крσ  – 

критическое поверхностное натяжение, учитывающие влияние краевого угла 
смачивания (для воды и керамических насадок 85,0/кр =σσ ). 
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 Проведенные расчеты по эмпирическим выражениям различных 
авторов, а так-же анализ данных, представленных в работе [111], позволяют 
сделать вывод о том, что удовлетворительное согласование с результатами 
различных исследований дает уравнение (1.4.6) с коэффициентом (1.4.8). 
 

Перепад давления 
 

Все уравнения, приведенные в литературе, для определения перепада 
давления по газовой фазе в насадочных абсорбционных и ректификационных 
колоннах являются эмпирическими или полуэмпирическими.  

Сопротивление сухого насадочного слоя  высотой 1 метр равно 

[111]: 
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где ξсух − коэффициент гидравлического сопротивления;  − 
эквивалентный диаметр насадки, рассчитываемый по выражению 

эквd

va
d св
экв

4ε
= ; W – скорость газа, отнесенная ко всему сечению колонны, м/с. 

Коэффициент гидравлического сопротивления насадки определяется в 
зависимости от режима движения газа в насадочном слое [111]: 
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где  − критерий Рейнольдса, рассчитываемый по формуле гRe
г
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W . 

 Выражения (1.4.10), (1.4.11) получены для беспорядочных кольцевых 
насадок. 

Сопротивление орошаемого насадочного слоя высотой 1 метр [111]: 
 

bqPP 10ΔΔ сухор = ,    (1.4.12) 
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где b − эмпирический коэффициент, значения которого для различных типов 
насадок приведены в табл. 1.1. 
 

Т а б л и ц а 1.1 
 

Зависимость коэффициента b от типа насадки 
 

Тип 
насадки 

Кольца 
Рашига 
25 мм 

Кольца 
Рашига 
50 мм 

Кольца 
Палля 
50 мм 

Седла 
Инталлокс

25 мм 

Седла 
Инталлокс 

50 мм 

Седла 
Берля 
25 мм 

b 184 169 126 33 28 30 
 

На рис. 1.10, 1.11 даны зависимости перепада давления от режимных 
параметров для колонн с различными типами насадок [117]. 
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Рис. 1.10. Гидравлическое сопротивление 
слоя сухой насадки в зависимости от 
фиктивной скорости газа: ● – насадка 
«Инжехим-2000», ○ – кольца Палля 
металлические 50×50 мм, ■ – кольца Палля 
полипропиленовые 50×50 мм, □ –
 металлические кольца Рашига 50×50 мм 
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Рис. 1.11. Гидравлическое сопротивление слоя орошаемой насадки в 

зависимости от фиктивной скорости газа: а) плотность орошения 40 м3/м2ч; 
б) плотность орошения 80 м3/м2·ч, ● – насадка «Инжехим-2000», ○ – кольца 

Bialecki металлические 50×50 мм, □ – кольца Рашига 50×50 мм 
  
Эффективность работы насадочных колонн существенно зависит от 

гидродинамических условий движения газа (пара) и жидкости. 
Гидродинамика потоков определяется сложной геометрией каналов, 
формируемых размещением и размером насадки в слое и материалом 
насадочных элементов. Важными факторами также являются скорости 
потоков и физико-химические свойства фаз. Сложные зависимости 
отмеченных факторов и их взаимное влияние значительно затрудняют 
получение строгого математического описания массопереноса и расчета 
эффективности разделения. Поэтому обычно при составлении 
математических моделей принимают различные допущения. Приемлемость 
допущений корректируют и проверяют экспериментально. 
 Для расчета гидродинамики в насадке часто используют различные 
модификации уравнения Дарси [118, 119] (Re<4) и уравнения Эргана [120, 
121], учитывающие силы энергии и вязкости. При Re>>4 обычно используют 
уравнение Эргана, содержащее только квадратичный член [122, 123]. 
Зернистая среда, или насадочный слой, часто моделируется как случайный 
массив ячеек идеального перемешивания с определенными связями между 
ними [124, 125]. 
 В работе [126] рассмотрена двумерная модель насадочного слоя и 
записана система уравнений для расчета профилей скорости и концентрации. 
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Использование вариационного метода для расчета физических полей в 
насадочных колоннах представлено в работах [127–129]. 

Задачей проектирования или модернизации колонн является выбор 
типа насадки, ее геометрических размеров и высоты слоя (количество 
секций) в аппарате при заданном качестве разделения и производительности. 

Теоретической основой описания процессов переноса в двухфазной 
среде являются фундаментальные законы сохранения и равновесия. При 
известных значениях площади межфазной поверхности и функции ее 
распределения в рабочем объеме колонны дифференциальные уравнения 
переноса следует записать для каждой фазы отдельно с условиями 
сопряжения на границе раздела фаз. Однако в колонне с неупорядоченной 
насадкой распределение межфазной поверхности неизвестно. Поэтому 
используется подход, когда система уравнений переноса записывается для 
ядра сплошной фазы, а влияние дисперсной учитывается в виде источников, 
совместно с потоковыми соотношениями и условиями равновесия [126–129] 
(раздел 8.2). Традиционный метод расчета насадочных колонн дан в разделе 
6.6. 

 
1.5. Барботажные аппараты 

 
Поскольку в настоящее время наибольшее применение получили 

дисперсные системы с барботажным слоем, реализуемые в противотоке или в 
перекрестном токе фаз на контактных устройствах, рассмотрим более 
подробно возникающие при различных нагрузках по газу гидродинамические 
режимы газожидкостных течений в барботажном слое. Многочисленными 
исследованиями установлено наличие трех принципиально различных 
гидродинамических режимов при барботаже [109–114]. 

Барботажный режим. При низких скоростях газа пузырьки 
поднимаются независимо друг от друга в близком контакте. По мере 
увеличения скорости газа они деформируются и образуют ячеистую 
структуру. Дальнейшее увеличение нагрузок по газу приводит к 
турбулентному перемешиванию потоков и переходу к пенному режиму. 
Следовательно, барботажный режим соответствует таким нагрузкам, когда 
газ распределен в жидкости (рис. 1.12). 

Пенный режим. При интенсивных режимах барботажа на основании 
контактного устройства образуются струи газа и в слое происходит 
укрупнение пузырей. Образующиеся агрегаты жидкости и газовые пустоты 
становятся соизмеримыми друг с другом и равномерно распределенными по 
всему объему слоя. Такое состояние дисперсной системы близко к 
наступлению инверсии фаз. 
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Рис. 1.12. Схема движения потоков на барботажной 
тарелке и структура барботажного слоя: 1 – область струй;  
2 – пенный слой; 3 – стенка колонны; 4 – тарелка 

 
Инжекционный режим. Дальнейшее увеличение нагрузок по газу 

приводит к тому, что непрерывной фазой становится газ, а дисперсной − 
жидкость. Структура дисперсной системы в инжекционном режиме 
характеризуется наличием значительных газовых пустот, подвижных 
агрегатов жидкости с мелкими пузырями и циркуляционными токами по 
высоте слоя. Характерной особенностью дисперсной системы в этом режиме 
является также наличие интенсивных пульсаций газосодержания и перепада 
давления в слое. Для инжекционного режима характерно также интенсивное 
обновление поверхности контакта фаз газовых агрегатов и исключительная 
устойчивость пузырей небольшого размера в агрегатах жидкости. 

На рис. 1.13 показана схема истечения газа из одиночного отверстия 
при больших скоростях барботажа. На начальном участке струя сплошная, а 
далее – в переходном она начинает дробиться на пузыри в связи с 
уменьшением скорости газа и воздействием жидкой фазы. На 
массообменных тарелках за переходным участком начинается 
взаимодействие соседних струй и стесненное движение пузырей. 

Характеристиками дисперсных или барботажных систем газ –
 жидкость в массообменных аппаратах являются: удельная поверхность 
контакта фаз, задержка жидкости, объемное газосодержание, относительная 
плотность и высота дисперсной системы и средний диаметр пузыря или 
капель. Из перечисленных характеристик первые две − основные, 
определяющие массопередачу и гидродинамику двухфазных течений. 
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Рис. 1.13. Схема истечения газа в 
жидкость: 1 – межфазная граница; 2 – зона 
кольцевых вихрей; 3 – граница струйной 
зоны [72] 

 
Удельная поверхность контакта фаз рассчитывается обычно на 

единицу объема дисперсной системы (av) или на единицу поверхности 
контактного устройства (af). Задержка жидкости (hст) − это количество 
жидкости, удерживаемое в гетерогенной системе газ − жидкость. В аппаратах 
без фиксированной поверхности контакта фаз задержка жидкости 
определяется уровнем жидкости или высотой столба светлой жидкости. 
Газосодержание представляет собой отношение объема, занятого газом, к 
общему объему дисперсной системы. Плотность дисперсной системы обычно 
определяется по отношению к плотности чистой, невспененной жидкости. В 
аппаратах с поверхностью контакта, образуемой в процессе взаимодействия 
фаз, высота дисперсной системы HП является величиной переменной, в то 
время как в аппаратах с фиксированной поверхностью контакта фаз она 
совпадает с высотой аппарата. При усреднении диаметров пузырей или 
капель в дисперсных системах газ − жидкость обычно пользуются средним 
объемно-поверхностным диаметром. 

Поток газа увлекает капли жидкости, а иногда и струи жидкости и 
уносит их с нижележащего контактного устройства на вышележащее. При 
малоинтенсивных режимах взаимодействия фаз унос жидкости по массе 
состоит в основном из мелких витающих капель, размеры которых при 
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максимальной плотности вероятности их распределения для систем с 
поверхностным натяжением жидкости порядка (5÷10)⋅10-3 Н/м составляют 5–
10 мкм. С увеличением нагрузки по газу заметно увеличивается доля 
крупных капель в массовом уносе жидкости и размеры их с максимальной 
плотностью вероятности распределения для систем с поверхностным 
натяжением жидкости (20÷40)⋅10-3 Н/м достигают уже 3–6 мм. 

Количество жидкости, увлекаемое потоком газа, зависит от способа 
взаимодействия фаз, т.е. главным образом от конструкции контактного 
устройства, гидродинамического режима движения потоков и физических 
свойств газожидкостной системы. 

Из-за сложности и недостаточной изученности механизма увлечения 
жидкости потоком газа даже в простейших условиях взаимодействия фаз, 
например, при пленочном течении жидкости или барботаже, в настоящее 
время для обобщения опытных данных используют эмпирические и 
полуэмпирические зависимости. При этом опытные данные, как правило, 
получают в результате испытания разных конструкций контактных устройств 
на гидродинамических моделях, т.е. в условиях без массопередачи. 

Различают минимальную и максимальную предельные нагрузки по 
газу и жидкости, отвечающие началу и прекращению устойчивой и 
эффективной работы контактных устройств соответственно или резкой смене 
гидродинамических режимов движения потоков. При минимальных 
предельных нагрузках на контактных устройствах с переливами 
прекращается значительный провал жидкости на нижележащую тарелку, а на 
провальных тарелках образуется устойчивый барботажный слой. 

Максимальные предельные нагрузки для всех типов контактных 
устройств соответствуют захлебыванию или чрезмерному межтарельчатому 
уносу жидкости. Экспериментальное изучение гидродинамики потоков в 
массообменных аппаратах и обобщение обширного материала по 
эксплуатации промышленных колонн показывают, что предельные нагрузки 
для колонн, работающих под атмосферным или повышенным давлениях, 
определяются обычно захлебыванием тарелок, а для вакуумных колонн − 
чрезмерным межтарельчатым уносом жидкости. О режиме работы 
барботажной тарелки можно приближенно судить по фактору скорости 
(фактор пара) гк ρ=WF . Для большинства тарелок F=0,5–1,5. 

 
Модели процессов переноса 

 
Теоретической основой математического описания процессов переноса 

в двухфазных средах являются фундаментальные законы сохранения и 
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равновесия. Моделирование процессов переноса на основе использования 
математического описания позволит определить разделительную 
способность аппаратов при различных конструктивных и технологических 
параметрах проведения процесса, а при решении задач модернизации 
аппаратурного оформления разработать технические решения и выбрать 
режим работы. 

Структура двухфазных потоков весьма разнообразна и определяется 
размерами и распределением элементов дисперсной фазы в сплошной. 
Возможны следующие виды движения: раздельное движение двух фаз, 
имеющие одну общую границу раздела; движение смеси с распределением 
дисперсной фазы, близком к равномерному, и движение с неравномерным 
распределением фаз. Описание закономерностей движения двухфазных 
систем осложняется неоднородностью их состава и различием скоростей 
движения. 

Теоретическое описание процессов переноса в двухфазных средах 
связано с тем или иным упрощением реальной гидродинамической 
обстановки или идеализацией свойств среды. 

Известны несколько подходов для описания закономерностей 
движения двухфазных сред [1, 14, 18–20, 62, 63, 68, 69, 126–141], что 
приводит к различным моделям. Основные из них: 
–модель гомогенного течения; 
–модель раздельного течения; 
–модель потока дрейфа. 

Один из методов построения математического описания процессов 
переноса в двухфазных средах заключается в том, что уравнение переноса 
импульса, массы и энергии, а также условия термодинамического равновесия 
записываются отдельно для сплошной и дисперсной фазы, находящихся в 
элементарном объеме двухфазного потока. Структура среды считается  
известной. Такой подход при решении конкретных задач связан со 
значительными сложностями, так как элементы дисперсной фазы на 
промышленном КУ имеют различные формы и размеры и случайным 
образом распределены в пространстве. 

Находит применение подход [1, 20], когда исходная разрывная среда с 
помощью различных интегральных преобразований превращается в 
фиктивную неразрывную среду. Допускается, что каждая фаза равномерно 
распределена в выделенном объеме и является сплошной. Фиктивная среда, 
будучи эквивалентна исходной, в то же самое время состоит из непрерывной 
жидкой и непрерывной газовой (паровой) фаз, для которых уже может 
применяться аппарат дифференциального исчисления. Фазы 
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рассматриваются как раздельные системы, между которыми происходит 
перенос импульса, массы и энергии. 

Для описания процессов в пленочных аппаратах с известной 
поверхностью раздела фаз законы сохранения записываются для каждой 
фазы отдельно с условиями сопряжения на границе раздела [62, 63]. Если же 
значения площади межфазной поверхности и функция ее распределения в 
пространстве неизвестны, то, используя иерархию масштабов переноса и 
учитывая, что дисперсная фаза распределена в локальном объеме сплошной 
равномерно, законы сохранения записываются для сплошной фазы, а 
взаимодействие с дисперсной учитывается в виде равномерно 
распределенных по локальному объему источниковых членов, совместно с 
уравнениями баланса, условиями равновесия и потоковыми соотношениями 
[138, 140, 141]. 

 
Двужидкостная модель 

 
Сравнительный анализ модели многоскоростного континуума [1, 131] и 

двужидкостной модели [132, 133] показывает, что различные подходы к 
составлению математического описания процессов в двухфазных средах 
приводит к сходным уравнениям переноса импульса, массы и энергии, 
отличающихся лишь физическим смыслом некоторых членов. 

Двужидкостная модель основана на предположении о том, что, во-
первых, каждая фаза газожидкостной смеси обладает определенными 
макроскопическими параметрами (температурой, плотностью, скоростью и 
др.) и, во - вторых, законы сохранения импульса, массы и энергии должны 
выполняться в каждой из фаз. При этом каждый параметр какой-либо из фаз 
представляет собой усредненную определенным образом величину.  

На барботажной тарелке интенсивность взаимодействия фаз зависит от 
скорости движения потоков, площади поверхности раздела и определяется 
как конструкцией контактного устройства, так и режимными параметрами 
работы массообменного аппарата и физическими свойствами смеси. 

Для двухфазного потока одной из характеристик является ϕ-объемная 
доля дисперсной фазы (газосодержание). Соответственно объемной долей 
сплошной фазы (жидкости) является ( ϕ−1 ). 
 Согласно двужидкостной модели уравнение движения для сплошной 
(жидкой) фазы имеет вид [132, 133] 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
1

1 1 1

L
L L L L

L L

t

P g

∂ − ϕ υ⎡ ⎤⎣ ⎦ρ + ρ ∇ − ϕ υ υ =⎡ ⎤⎣ ⎦∂

= −∇ − ϕ τ − − ϕ ∇ + − ϕ ρ +⎡ ⎤⎣ ⎦ .F

  (1.5.1) 

 
Уравнение неразрывности для сплошной фазы: 

 
( ) ( )[ ] .11

ν=υϕ−∇ρ+
∂
ϕ−∂

ρ r
t LLL                        (1.5.2) 

 
Уравнение движения для дисперсной (газовой) фазы: 

 
( ) ( ) ( ) .G P gG G G G G Gt

∂ ϕυ
ρ + ρ ∇ ⋅ ϕυ υ = −∇ ⋅ ϕτ − ϕ∇ + ϕρ

∂
F−  (1.5.3) 

 
Уравнение неразрывности для дисперсной фазы: 

 

( ) .vrG G Gt
∂ϕ

ρ + ρ ∇ ⋅ ϕυ = −
∂

                               (1.5.4) 

 
Тензор касательных напряжений в жидкой фазе Lτ : 
 

( ) ( )эфф,
2 ,
3

T
L L L L I L

⎡ ⎤τ = −μ ∇υ + ∇υ − ∇ ⋅ υ⎢ ⎥⎣ ⎦
          (1.5.5) 

 
где эффективная вязкость 
 

LBILTLL ,,эфф, μ+μ+μ=μ .    (1.5.6) 

 
Для расчета составляющей коэффициента турбулентной вязкости, 

учитывающей турбулизацию слоя при движении пузырей, предлагается 
уравнение [134]: 

 

, ,BI L BI L B G LC dμμ = ⋅ρ ⋅ ϕ ⋅ υ − υ .                         (1.5.7) 

 
Тензор касательных напряжений в газовой фазе Gτ : 
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( ) (эфф,
2
3

T
G G G G I )G

⎡ ⎤τ = −μ ∇υ + ∇υ − ∇ ⋅ υ⎢ ⎥⎣ ⎦
.              (1.5.8) 

 
Эффективная вязкость газовой фазы связана с эффективной вязкостью 

жидкой фазы соотношением [135]: 
 

эфф, эфф,
G

G
L

L
ρ

μ = μ
ρ

.                                 (1.5.9) 

 
В общем случае, сила межфазового взаимодействия фаз F  включает 

силу сопротивления, подъемную силу, силу виртуальной массы и другие 
силы. В работе [132] сравнение результатов эксперимента с численными 
расчетами силы F , проведенное по различным методикам, показало, что в 
зоне арботажа преобладающей является сила межфазного взаимодействия 
фаз 

б
F , определяемая силой сопротивления:  

 

( ) ( , ,
3 1
4

D
i L G L G i )L i

В

CF
d

= − ϕ − ϕ ρ υ − υ υ − υ .               (1.5.10) 

 
Для k - фазы закон сохранения массы компонента в соответствии с 

двужидкостной моделью записывается в следующем виде [134]: 
 

( ) ( ) ( ) kCkkkkkkkkkkkkk rRCCC
t ,Г +ϕ+∇ϕρ∇=υϕρ∇+ϕρ
∂
∂ .   (1.5.11) 

 
 Уравнение переноса тепла для k - фазы имеет вид [136] 
 

      

( ) ( )

( ) , , , хим .

k k k
k k k k

t k
k k k k s V k T k T kk

H
H

t

D P
q q H r Ф r r ,Dt

∂ ρ ϕ
+ ∇ ⋅ ρ ϕ υ =

∂

=∇ ⋅ ϕ + + ϕ + + + +

   (1.5.12) 

 
 Известно, что при увеличении диаметра колонны неравномерность 
распределения фаз становится значительной, что приводит к снижению 
эффективности процесса. Следовательно, при моделировании процессов 
переноса на контактных устройствах промышленного масштаба необходимо 
учитывать эти факторы [34, 140, 141]. 
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Процессы переноса импульса 
 
 Между процессами переноса импульса, массы и тепла почти всегда 
существует аналогия, поэтому в данном разделе наиболее подробно 
рассмотрен процесс переноса импульса в барботажном слое. 

Для определения приближенной величины поверхности переноса 
импульса в барботажном слое найдем потерю энергии газового потока при 
движении в слое жидкости. Полный импульс газового потока состоит из трех 
основных составляющих: кинетической энергии газа на входе в слой; 
давления статического столба жидкости и архимедовой подъемной силы 
[137] 

 

(
2

г 0
0 0 ж ст 0 г ж г ,

2
W

J S gh S V
ρ ′= + ρ + ρ − ρ )g    (1.5.13) 

 
где Vг – объем газа в барботажном слое, м3; стh′  – высота статистического 
столба жидкости над отверстием истечения газа, м;  – скорость газа в 
отверстии, м/с;  – площадь отверстий, м

0W

0S 2. 
На выходе из двухфазного слоя полный импульс газового потока равен 
 

к
2
кг

к 2
SWJ ρ

= ,     (1.5.14) 

где  – скорость газа (м/с) в свободном сечении колонны, площадью 
, м

кW

кS 2. 
Разность между J0 и Jк составляет потерю импульса газом в 

барботажном слое на тарелке 
 

.Δ к0п JJJ −=  
Потеря энергии газового потока после входа в слой жидкости 

складывается из затрат энергии на трение в системе газ – жидкость, 
поверхностное натяжение и сопротивление формы пузырей: 

 
п

п тр сΔ (Δ Δ Δ ),эJ S P Р Рσ= + + ф    (1.5.15) 

 
где Sэ – площадь сечения барботажного слоя, занятая газовым потоком в зоне 
пузырей, м2;  – перепад давления, вызванный трением газа и жидкости 
на межфазной поверхности пузырей, Па; 

п
трΔР

σРΔ  – перепад давления, 
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вызванный поверхностным натяжением, Па;  – перепад давления, 

вызванный сопротивлением формы пузырей, Па. 
сфΔР

 При струйном истечении газа в жидкость на участке струи энергия газа 
расходуется в основном на трение и преодоление сил поверхностного 
натяжения, а в зоне пузырей, кроме этого, на сопротивление формы. 
Известно, что при числе Рейнольдса для пузыря Re>100, что характерно для 
процесса барботажа на тарелке, роль сопротивления формы пузыря 
становится преобладающей и остальные составляющие сопротивления 
можно не учитывать. 
 Тогда для области барботажного слоя, расположенного выше сечения 
распада струи газа на пузыри, можно записать уравнение баланса сил 
 

( )г ж г cф эΔV g Pρ − ρ = S .    (1.5.16) 

 
 Из соотношений (1.5.13) – (1.5.16) получим величину потери импульса 
газового потока, обусловленное трением на поверхности раздела фаз и 
поверхностным натяжением 
 

к
2
к

стж
2

0г
0στ 2

ρρ
2

ρΔ SWhgWSJ −⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′+=− .   (1.5.17) 

 
 Также значение  можно представить в известной форме στΔ −J
 

aAJ τΔ στ =− . 
 

 Отсюда, с учетом (1.5.17) найдем значение площади межфазной 
поверхности потери импульса [138]: 
 

( )[ ] 12
ккгстж

2
0г0 22 −τρ−′ρ+ρ= WShgWSАа .  (1.5.18) 

 
 Поверхность переноса , характеризует участок поверхности раздела 
фаз, за пределами которого относительной движущей силой переноса 
импульса можно пренебречь. Поверхность  значительно меньше всей 
межфазной поверхности в барботажном слое и примерно равна поверхности 
газовых струй. 

aA

aA

 Составляющими касательного напряжения τ  на межфазной 
поверхности струи являются напряжения от сил трения и поверхностного 
натяжения: 
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э
2 2 Ru σ+ρ=τ ∗ .     (1.5.19) 

 
 Касательное напряжение трτ  можно вычислить из уравнения движения 

вязкого газа, записанного в форме обобщенного уравнения Бернулли [139] с 
учетом сил трения на межфазной поверхности струи: 
 

тр
2
пг

п
2

0г
0 Δ

22
РWPWР +

ρ
+=

ρ
+ ,   (1.5.20) 

 
где Р0, Рп – статическое давление газа в сечении входа струи в слой 
жидкости и в сечении распада струи, Па; соответственно: 
 

0 ж ст п ж ст ф, (Р gh Р g h h′ ′= ρ = ρ − ),  

 
где  – высота газовой струи (факела) до распада на пузыри, м. фh

 Пренебрегая действием сил внутреннего трения, удельную потерю 
импульса в струе газа запишем в виде: тртрΔ τ=Р . Тогда из уравнения 

(1.5.20) получим выражение для среднего значения касательного напряжения 
[138]: 
 

24
)( фж2

п
2

0г
тр

ghWW ρ
+

−ρ
=τ .   (1.5.21) 

 
 Средняя скорость газа в сечении распада струи на пузыри составляет 

, где ϕ= /кп WW 75,0≈ϕ  – газосодержание в данном сечении [137]. На основе 
использования выражения (1.5.21) и потокового соотношения 

 можно вычислить динамическую скорость в 
газовой и жидкой фазах на межфазной поверхности струи. 

2 2
г г г ж жu u∗ ∗τ = ρ = τ = ρж

 
Процессы массо- и теплопередачи 

 
Методы исследования и описания кинетических характеристик 

двухфазного слоя на массообменных тарелках можно представить в виде: 
1) математическое описание на основе известных моделей переноса 

(пленочной, проницания и обновления, диффузионного пограничного слоя и 
др.) или путем решения уравнений конвективной диффузии [63, 138, 140–
150]. 
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2) экспериментальное исследование и построение обобщающих 
зависимостей для расчета осредненных коэффициентов массо- и 
теплоотдачи, отнесенных к поверхности контакта фаз, совместно с 
изучением и моделированием величины межфазной поверхности [151–164]. 

3) экспериментальное исследование и обобщение результатов для 
вычисления кинетических параметров iА)(β  и iA)(α , отнесенных к рабочей 
площади или рабочему объему контактного устройства [165–172]. 

В качестве математического аппарата при втором и третьем подходах 
обычно применяются критериальные уравнения. Задача исследования в этом 
случае сводится к определению функциональных зависимостей вида 

 
Sc,...)Ga,We,,Re,(ReSh жгf=   (1.5.22) 

и 
,...)Δ,,Fr,Ga,We,,(Re жгстг −ϕ= Phfav . 

 
Некоторые авторы связывают коэффициенты массоотдачи и величину 

межфазной поверхности с потерей давления при прохождении газа (пара) 
через барботажный слой [151, 157, 158, 172–176] 

 
m
k

n WРA жгΔ~ −β ,   cpkРA WeReΔ~ жг− ,   (1.5.23) 
 

где коэффициенты cpkmn ,,,,  определяются экспериментально для каждого 
типа контактного устройства; А – площадь межфазной поверхности, м2. 
 Аналогия переноса импульса и массы в форме (1.5.23) отмечается 
большинством исследователей не только для барботажного слоя, но и для 
других двухфазных систем, и поэтому ее использование имеет большие 
перспективы. 

Очевидно, что теоретические методы имеют преимущества перед 
остальными, так как позволяют определять коэффициенты переноса без 
привлечения экспериментальных данных по массо- и теплоотдаче, что 
сокращает сроки и затраты при проектировании промышленных аппаратов.  

 
1.6. Основные подходы моделирования массо- и теплоотдачи 

 
Эмпирические методы 

 
Основной задачей при эмпирическом подходе является установление 

конкретного вида зависимости коэффициентов массо- и теплоотдачи от 
режимных, конструктивных параметров контактных устройств и физических 
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свойств среды на основе обработки экспериментальных данных. В этом 
случае большое значение имеет методика обработки опытных результатов. 
Обработка экспериментальных данных заключается в нахождении 
функциональной зависимости искомой величины, представленной, как 
правило, в безразмерной форме, от параметров подобия. 

Эмпирические формулы, предложенные многими авторами, 
представляют собой, в большинстве случаев, простые степенные 
зависимости [151, 165, 177–180]. Число безразмерных комплексов (чисел 
подобия) иногда достигает восьми-десяти, делая формулы громоздкими, и, 
самое главное, они не вскрывают механизмов переноса, т.е. не могут служить 
в качестве универсальной базы для научного исследования. Кроме этого 
теория подобия не обеспечивает масштабный переход, так как не описывает 
«масштабные эффекты» при увеличении размера аппарата от лабораторного 
макета к промышленному варианту. Опыт показывает [34], что даже если 
соблюдаются требования теории подобия, то коэффициент масштабного 
перехода (отношение высоты единицы переноса производственного аппарата 
и лабораторного макета) может составлять десять и более. 

Обычное одномерное критериальное описание массо- и 
теплообменных процессов (основанное к тому же на критериях подобия 
однофазной гидродинамики) является неполным, так как оно не учитывает 
особенности двухфазного движения и структуру потоков. Изменение этой 
структуры при переходе от лабораторных аппаратов к промышленным и 
является причиной масштабного эффекта [34, 181 – 190]. Значение теории 
подобия сохраняется, но не для описания массотеплообмена в двухфазных 
системах при масштабном переходе, а для определения локальных 
характеристик массо- и теплоотдачи. 
 

Полуэмпирические методы 
 

Трудность построения корректной и полной математической модели 
массотеплообменного процесса обусловлено большим разнообразием 
конструкций контактных устройств, одновременно протекающих 
гидродинамических, диффузионных и тепловых процессов и различными 
физико-химическими свойствами двухфазной среды. Поэтому находит 
применение подход, когда сложное явление заменяют совокупностью 
«элементарных процессов (актов)». Такими элементарными актами, прежде 
всего, являются процессы переноса импульса, массы и тепла в пограничном 
слое. 

Одной из простых полуэмпирических моделей пограничного слоя 
является пленочная модель Нернста–Льюиса–Уитмена, предполагающая 
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существование неподвижного слоя на границе фаз. Несмотря на многие 
недостатки, эта модель сыграла некоторую положительную роль в 
дальнейшем развитии представлений о массообмене. 

Получившая широкую известность модель проницания Хигби 
предполагает, что из-за кратковременности контакта фаз в пограничном слое 
не успевает установиться стационарное распределение концентрации и 
массоотдача осуществляется путем нестационарной молекулярной диффузии 
(т.е. посредством проницания с периодом rθ ). Так, например, для газового 
пузырька Хигби определил rθ  как время, в течение которого пузырек 
проходит расстояние, равное его диаметру. Следует отметить, что при  
уравнение Хигби совпадает с уравнением, полученным в приближении 
диффузионного пограничного слоя. Однако в модели Хигби не учитывается 
явным образом конвективный механизм переноса, она отражает более 
качественную сторону процесса массоотдачи в сплошной фазе. Анализ 
модели проницания подробно выполнен в работе [191], где показано, что 
единственный случай, когда эта модель приводит к физически правильному 
результату – безволновое течение тонких пленок жидкости при малых числах 
Рейнольдса. 

1Re ≥

Кишиневским, Данквертсом, Ханратти, Харриоттом и другими 
исследователями предложены различные варианты развития модели 
проницания и обновления, которые находят практическое применение в 
расчетах массо-теплообменных процессов. 

Дальнейшее развитие представлений о процессах переноса в 
пограничном слое связано с моделями Прандтля, Кармана, Ландау и Левича, 
а также с развитием гидродинамической аналогии Рейнольдсом и Чилтоном–
Кольборном [2, 32, 140–142, 192–198]. Причем наиболее теоретически 
обоснованной и перспективной является модель диффузионного 
пограничного слоя Ландау–Левича. Согласно этой модели в области 
развитой турбулентности пограничного слоя молекулярная диффузия не 
играет заметной роли, и вещество переносится в основном турбулентными 
пульсациями. С приближением к границе раздела фаз в вязком подслое 
турбулентные пульсации затухают, поэтому здесь необходимо учитывать 
также молекулярный механизм переноса, который становится 
преобладающим в тонкой области у границы раздела (диффузионном 
подслое). Таким образом, затухание турбулентности происходит постепенно 
и непрерывно, и лишь у межфазной поверхности пульсационная скорость 
становится равной нулю. Основной задачей, в данном случае, является 
определение вида функциональных зависимостей для коэффициентов 
турбулентного обмена, которые, как правило, для вязкого подслоя 
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представляются в виде степенных зависимостей от расстояния по 
поверхности раздела [2, 140–142, 192–194, 198–203]. 

В связи с полуэмпирическим характером определения параметров 
модели Ландау–Левича, область ее применения обычно ограничивается 
однофазными средами при развитом турбулентном движении потоков [198, 
202–203]. 

В главах 3–7 рассмотрены варианты применения модели 
диффузионного пограничного слоя для определения коэффициентов массо- и 
теплоотдачи при движении одно- и двухфазных сред на контактных 
устройствах различных конструкций. В данных примерах параметры модели 
находятся в рамках единого подхода на основе известного характера 
переноса импульса. 
 

Особенности моделирования массообмена при разделении 
многокомпонентных смесей 

 
Процессы абсорбции и тем более ректификации во многих случаях 

применяются для разделения многокомпонентных смесей (МКС) на целевые 
компоненты. Причем число компонентов, составляющих смесь, может 
достигать десяти и более. 

При моделировании процессов переноса в МКС необходимо учитывать 
влияние основных и перекрестных эффектов, а также в ряде случаев 
теплообмен между фазами. В связи с этим математическое описание 
массопереноса в МКС представляет собой сложную задачу, при решении 
которой необходимо пользоваться матричными уравнениями в частных 
производных. 

В связи с тем, что теоретические и экспериментальные аспекты 
описания диффузии в МКС подробно анализируются в обзоре [204], ниже 
рассмотрены только основные подходы определения коэффициентов 
массоотдачи. 

На примере уравнения эквимолярной изотермической массоотдачи 
 

[ ]( )грCCj −β= ∞      (1.6.1) 

 
можно отметить три основных метода определения матрицы коэффициентов 
массоотдачи [β ]. 

1. Метод, построенный на основе решения уравнений Стефана–
Максвелла с учетом непостоянства матрицы коэффициентов диффузии. 
Причем конечное выражение для расчета элементов матрицы коэффициентов 
переноса зависит от принятой модели массоотдачи: пленочной [205], 
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пенетрационной модели Хигби [206] или диффузионной модели 
пограничного слоя [206, 207]. Следует отметить, что полученные таким 
путем решения сложны для расчета диффузионных потоков и требуют 
применения итерационных процедур. 

2. В соответствии с линеаризованной теорией многокомпонентного 
массообмена, развитой в работах [208–211], матрица коэффициентов 
массоотдачи [β ] определяется из уравнений 

 

[ ] [ ][ ]1 ,F F− β = ∧     (1.6.2) 

 

[ ] [ ][ ]1 .F D F D− =     (1.6.3) 

 
Диагональная матрица псевдобинарных коэффициентов массоотдачи 

∧  вычисляется по критериальным уравнениям бинарных систем с физико-

химическими параметрами многокомпонентных смесей [211, 212], где вместо 
коэффициента бинарной диффузии подставляются псевдобинарные 

коэффициенты диффузии D . 

В частном случае для термодинамически идеальной 
многокомпонентной смеси, с близкими физико-химическими свойствами, 
матрицы коэффициентов диффузии и массоотдачи вырождаются и 
записываются в виде [206, 213–215] 

 

[ ] [ ],D D I I= β = β ,     (1.6.4) 

 
где D – характеристический коэффициент диффузии,  – эффективный 
коэффициент массоотдачи. Коэффициенты массоотдачи для данных систем, 
как следует из уравнения (1.6.4), становятся равными соответствующим 
коэффициентам массоотдачи в бинарных смесях при идентичной 
гидродинамической обстановке, что подтверждается экспериментально [210, 
216–219]. 

β

3. Метод, развитый в основном в работах отечественных 
исследователей [220–222] и основанный на замене истинной зависимости 
матрицы [β ] от состава на линейную: 

 

.; iijijk
n

ik
ikii YBYB −=β=β ∑

≠
    (1.6.5) 
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Константами линейной аппроксимации в выражении (1.6.5) являются 
коэффициенты массоотдачи бинарных пар . ijB

Таким образом, основа рассмотренных выше методов заключается в 
применении теоретических и экспериментальных результатов исследования 
массоотдачи в бинарных смесях для описания многокомпонентного 
переноса. Причем удовлетворительная точность моделирования достигается 
только при учете кинетического и термодинамического взаимодействия 
компонентов смеси с использованием обобщенных зависимостей бинарных 
систем. Основной недостаток в данном случае состоит в использовании 
критериальных уравнений однофазных сред, полученных при исследовании 
процессов на лабораторных макетах небольших размеров, что не 
обеспечивает масштабный переход. 

Одним из перспективных является метод расчета массопередачи, 
который основан на решении системы дифференциальных уравнений 
конвективной диффузии с учетом граничных условий четвертого рода [63, 
76, 77]. Метод позволяет определять значения концентраций для всех 
компонентов МКС в любой точке массообменного аппарата пленочного типа 
и на основе этих значений найти потоки и коэффициенты переноса массы и 
определить эффективность разделения. Реализация данного метода 
рассмотрена в одномерной постановке при описании массообмена в 
многокомпонентной газожидкостной системе, движущейся вдоль 
вертикальной трубки в режиме нисходящего прямоточного течения фаз.  

Как следует из приведенного обзора работ, несмотря на значительные 
достижения в области математического моделирования массо- и 
теплообменных процессов, остается много вопросов и задач, требующих 
теоретического решения. 
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Г Л А В А 2 
 

ЛАМИНАРНЫЙ ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ 
 
В качестве примера применения предлагаемого в монографии подхода 

первоначально рассмотрим основные закономерности процессов переноса 
импульса, массы и тепла в устойчивом ламинарном пограничном слое на 
плоской пластине и при пленочном течении жидкости по вертикальной 
стенке. 

 
2.1. Перенос импульса, массы и тепла в ламинарном пограничном слое 

 
Пограничный слой образуется как в ламинарных, так и в турбулентных 

потоках, но структура этих слоев различна. Толщину ламинарного 
пограничного слоя  оценивают, исходя из того, что в пределах этого слоя 
инерционная сила и сила вязкого трения имеют один порядок. Как правило, 
пограничный слой тем тоньше, чем вязкость меньше. Установлено, что на 
основе решения уравнений Навье – Стокса толщина пограничного слоя 
пропорциональна квадратному корню из кинематической вязкости 

δ

 
δ~ ν ,     (2.1.1) 

 
или в более общей формулировке [1] 

 

,
ReL

b
L
≈

δ     (2.1.2) 

 
где b – коэффициент пропорциональности; ν= ∞ /Re LUL  – число 
Рейнольдса;  – скорость в ядре потока, м/с; L – характерный размер 
обтекаемого тела, м; 

∞U
ρμ=ν / . 

При записи уравнений Навье – Стокса обычно принимается, что 
толщина пограничного слоя значительно меньше характерного размера тела, 
т.е. <<L. Это допущение позволяет рассматривать двумерную плоскую 
задачу. В результате система уравнений Навье – Стокса записывается в виде 

δ
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∂
+

∂

∂
ν+

∂
∂
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∂
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u   (2.1.3) 
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2 2

2 2
1 ,v v v P v vu v

t x y y x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − + ν +⎜⎜∂ ∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎟⎟   (2.1.4) 

 
с уравнением неразрывности для несжимаемой жидкости: 
 

0.u v
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

    (2.1.5) 

 
 Пограничные условия имеют вид: при y=0, u=v =0 (условия прилипания 

к стенке), при y=δ , u=  (в ядре потока). ∞U
В теории и практике научных исследований широко применяется 

подход оценки членов математического описания для упрощения уравнений. 
На основе вышесделанного предположения (δ<<L) величина 

безразмерной величины пограничного слоя (2.1.2) L/δ <<1. Если поток 
движется в направлении оси OX, то в пограничном слое v<<u и 

yu ∂∂ / >> xu ∂∂ / . Поэтому члены в левой части уравнения (2.1.3) одного 

порядка. Кроме того, величина 22 / xu ∂∂ << , а 22 / yu ∂∂ 0/ =∂∂ yP , т.е. 
давление по толщине пограничного слоя постоянно. Итак, после 
выполненных сокращений из двух уравнений Навье – Стокса можно оставить 
только одно, а связь между неизвестными величинами u и v  выразить, 
используя уравнение неразрывности (2.1.5). 

В итоге система уравнений (2.1.3) – (2.1.5) преобразуется к виду 
 

,1
2

2

y
u

x
P

y
uv

x
uu

t
u

∂

∂
ν+

∂
∂

ρ
−=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂    (2.1.6) 

 

.0=
∂
∂

+
∂
∂

y
v

x
u     (2.1.7) 

 
При обтекании поверхностей с числами Пекле >>1 и TPe /U L a∞=

PeD U L D∞= >>1, кроме скоростного пограничного слоя, образуются 
температурные (тепловые) и концентрационные (диффузионные) 
пограничные слои. Дифференциальные уравнения для этих слоев имеют вид 

 
2

2
T T Tu v a
t x y y

∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
T

∂
,                                  (2.1.8) 
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2

2C C Cu v D
t x y y

∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
C

∂
,                                (2.1.9) 

 
где T, С – температура и концентрация;  – коэффициенты молекулярной 
температуропроводности и диффузии, м

,a D
2/с. 

В качестве граничных условий к системе уравнений (2.1.6) – (2.1.9) 
используют: 

 
u U∞= ; T T∞= ; C C∞= , при y = δ ; 

 
0v u= = ; cтT T= ; стC C= , при 0y = . 

 
Целью интегрирования уравнений пограничного слоя является 

получение распределения скоростей (профиля скорости). Знание профиля 
скорости дает возможность вычислить сопротивление, которое возникает 
вследствие трения движущейся среды о поверхность тела, и, кроме того, 
решить уравнения (2.1.8) и (2.1.9). 

Профиль скорости записывается в виде 
 

.⎟
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⎜
⎝
⎛
δ
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∞

y
U

u  

 
Карман и Польгаузен предложили функцию в виде полинома четвертой 

степени: 
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u  (2.1.10) 

 

где 
dx

dU∞
ν
δ

=α
2

, для плоских поверхностей и поверхностей малой кривизны 

. 0=α
Известный профиль скорости позволяет вычислить сопротивление 

трения. Для этого следует проинтегрировать касательное напряжение τ  на 
стенке по всей поверхности тела. Касательное напряжение на стенке равно: 

ст
0

.
y

u
y =

⎛ ⎞∂
τ = μ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

    (2.1.11) 
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Сопротивление трения на поверхности пластины равно: 
 

,
0
стdxbW

L

x
∫
=
τ=      (2.1.12) 

 
где b – ширина, L – длина пластины, м. 

Из теоремы импульсов для безградиентного пограничного слоя для 
пластины, смоченной с одной стороны, известно выражение 

 
)

ст
0 0

( ) ( )
xx

W b x b u U u dy
δ(

∞= τ = ρ −∫ ∫ .                        (2.1.13) 

 
Отсюда следует интегральное уравнение пограничного слоя: 
 

0
ст( )d u U u dy

dx

δ

∞ − = τ ρ∫ ,                                 (2.1.14) 

 
или с учетом градиента давления: 

 

0 0
ст( ) ( )dUd u U u dy U u dy

dx dx

δ δ
∞

∞ ∞− + − = τ∫ ∫ ρ .               (2.1.15) 

 
Безразмерное касательное напряжение (коэффициент сопротивления 

трения Сf) записывается в виде 
 

( ) .
Re
332,0332,0

2 2
ст

x

f
xUU

xC x =
ν

=
ρ

τ
=

∞∞
  (2.1.16) 

 
Отсюда следует закон Блазиуса для полного сопротивления трения 

продольно обтекаемой пластины: 
 

.
Re
328,1

L
f LС =     (2.1.17) 

 
Выражение (2.1.17) применимо только для области ламинарного 

течения, т.е. чисел Рейнольдса 
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ν
= ∞LU

LRe <5·105÷106. 
 
В области турбулентного течения ( LRe >106) сопротивление пластин 

значительно возрастает. 
При очень малых числах Re в выражении (2.1.17) используется 

дополнительный член: 
 

.
Re

326,2
Re
328,1

LL
fC +=  

 
Толщина пограничного слоя не может быть определена точно, так как 

влияние трения в пограничном слое уменьшается по мере удаления от стенки 
асимптотически, т.е. составляющая скорости u(y) приближается к . Чаще 
всего за условную толщину 

∞U
δ  принимают расстояние от стенки, на которой 

скорость  Тогда приближенно значение коэффициента 
пропорциональности в выражении (2.1.2) b≈5,0. 

.99,0 ∞= Uu

В теории пограничного слоя также используются понятия толщины 
вытеснения и толщины потери импульса. 

Под толщиной вытеснения понимается то расстояние, на котором 
потенциальное течение оттесняется наружу вследствие уменьшения скорости 
в пограничном слое: 

 

( )
,1

0

0 dy
U

u
U

dyuU

∫
∫ δ

∞∞

δ

∞
∗

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

−

=δ    (2.1.19) 

 
или 

 

.721,1
∞

∗ ν
=δ

U
x      (2.1.20) 

 
Толщина потери импульса записывается в виде 
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,1

0
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u
U

u
U

dyuUu

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

−

=δ
∞

δ

∞∞

δ

∞
∗∗ ∫

∫
  (2.1.21) 

или 
 

∞

∗∗ ν
=δ

U
x664,0 .     (2.1.22) 

 
Интегральное уравнение пограничного слоя (2.1.15) можно получить, 

сложив почленно уравнение движения (2.1.6) с уравнением неразрывности 
(2.1.7), умноженным на , а затем прибавить и вычесть ( ∞−Uu ) xUu ∂∂ ∞ /  в 
правой части полученного соотношения 

 

( )[ ] ( )[ ] ⎟⎟
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⎞
⎜⎜
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⎛
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dUUUuv

yx
UuUuu

x
.(2.1.23) 

 
После интегрирования в пределах пограничного слоя от 0 до δ  с 

учетом граничных условий следует 
 

( ) ( ) ρτ=−+∂− ∫∫
∂

∞
∞

δ

∞ /ст
00

dyuU
dx

dUuuUu
dx
d .  (2.1.24) 

 
Для пограничных слоев с умеренным градиентом давления данное 

выражение запишется в виде 
 

( ) ρτ=−∫
δ

∞ /гр
0

dyuUu
dx
d .   (2.1.25) 

 
Аналогичные выражения следуют для пограничного слоя с тепло- и 

массообменном 
 

( ) pcqdyТТu
dx
d

ρ=−∫
δ

∞ /гр
0

,   (2.1.26) 
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( ) гр
0

jdyCCu
dx
d

=−∫
δ

∞ ,    (2.1.27) 

 
где ,  – плотности потоков теплоты и массы. грq грj

Следует отметить, что вышеприведенные зависимости представляют 
собой характеристики ламинарного пограничного слоя несжимаемой 
жидкости (газа). Газ можно считать несжимаемым, если 0,5 Ма2 <<1, где 
число Маха –  а – скорость звука, т.е. для воздуха при 
атмосферном давлении это примерно 

Ма / ,U a∞=
100≤∞U м/с (при скорости звука а=330 

м/с). Таким образом, даже при относительно больших скоростях движения 
газ можно рассматривать как несжимаемую жидкость, т.е. практически при 
всех режимах работы тепло- и массообменных аппаратов. 

 
2.2. Коэффициенты переноса в однофазном потоке 

  
Пусть стационарный однофазный ламинарный поток с постоянными 

физическими свойствами обтекает плоскую пластину. На пластине 
существует ламинарный пограничный слой, скорость жидкости в котором 
изменяется от нулевого значения на поверхности (условие прилипания) до 
скорости внешнего потока U∞ . С поверхности пластины происходит 
диффузия вещества, однако интенсивность диффузии такова, что пластину 
можно считать непроницаемой. Кроме того, пластина и жидкость имеют 
различную температуру, т.е. происходит процесс теплообмена. 

В результате точного решения уравнений ламинарного пограничного 
слоя для расчета коэффициентов массо- и теплоотдачи и коэффициента 
трения получены формулы [2–6]  

 
1
3Sh 0,332 Re Sc ,x x=    (2.2.1) 

 
1
3Nu 0,332 Re Pr ,x x=   

 
0,664 , Re ,

Refx x
x

U xC ∞= =
ν

   (2.2.2) 
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где Shx, Nux – критерии Шервуда и Нуссельта; Pr,Sc  – числа Шмидта и 
Прандтля. 

Отсюда установим связь между коэффициентами массо- и теплоотдачи 
и коэффициентом трения  

 

2
3

Sh 0,332 St
Re Sc

Sc Re

x
D

x
x

= = ,  2
3

Nu 0,332 St .
Re Pr

Pr Re

x
T

x
x

= =   (2.2.3) 

 
Из уравнений (2.2.2), (2.2.3) имеем  

 

1гр
St ,

( )
2Pr

р m
m

Cq f
T U с T T −∞ ∞
= =

ρ −
 1

гр
St ,

2Sc

f
D m

m

Cj
C C U −
∞ ∞

= =
ρ( − )

 (2.2.4) 

 
 

где для пластины m=3; St – числа Стантона. 
Из соотношений (2.2.4) следует подобие процессов переноса импульса, 

массы и тепла, которое получило название гидродинамической аналогии и 
широко используется при расчетах массо- и теплообменных процессов 
(аналогия Рейнольдса, аналогия Чилтона – Кольборна и др.) [3–8]. 
Аналогичные соотношения также устанавливаются и для турбулентного 
пограничного слоя на пластине, если использовать уравнения 

.Re074,0,PrRe037,0Nu 2,03
18,0 −== fC  

В числах Стантона отношения потоков к движущей силе есть 
коэффициенты теплоотдачи α  и массоотдачи β .   

Аналогично определяется коэффициент скорости переноса импульса 
 

ст
U∞

τ
= γ

ρ
. 

 
Связь между коэффициентами переноса  и  на основе 

соотношений (2.2.4) получится в виде  
,γ α β

 

( ) .PrSc 1
11

−
−−

ρα=β=γ Pm
m

m
m

c    (2.2.5) 
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Размерность  – м/с, а βγ и α  – Вт/(м2·°С), сР – Дж/(кг·°С). 
Примем известное допущение Прандтля о том, что потоки импульса, 

массы и теплоты поперек пограничного слоя имеют постоянные значения. 
Действительно, профиль продольной скорости в ламинарном пограничном 
слое [2, 9] – плавная кривая, близкая к прямой при малых абсциссах и 
асимптотически переходящая в горизонтальную прямую при 1U U∞ = . 
Поэтому можно записать поток импульса в виде  

 

1
,U∞τ ≈ νρ

δ
      (2.2.6) 

 
где  – толщина пограничного слоя с профилем скорости, 
аппроксимированным прямой, м.  

1δ

Используя коэффициент трения 22 /fC U∞= τ ρ  из выражения (2.2.6), 

получим  
 

1
2 .
fC U∞

ν
δ =     (2.2.7) 

 
Локальный коэффициент трения на пластине определяется по 

уравнению (2.2.2).  
Тогда из выражений (2.2.2), (2.2.7) найдем  
 

1
2 3

0,664 Re Re
.

x x

x x
δ = ≈     (2.2.8) 

 
В результате получили так называемую приведенную толщину 

ламинарного пограничного слоя, которая определяется точкой пересечения 
касательной к профилю скорости при y=0 и линии U U∞=  [3, 7].  

В пределах приведенной толщины пограничного слоя параболический 
профиль скорости апроксимируется с погрешностью ± 5 % (рис. 2.1), а 
значение безразмерной скорости / 0U U ,9∞ ≈ .  

Следовательно, допущение о постоянстве потока импульса поперек 
ламинарного пограничного слоя справедливо с погрешностью около 10 – 
15 %, что находится в пределах погрешности экспериментальных 
исследований тепломассообмена в двухфазных системах. 
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Рис. 2.1. Аппроксимация 
профиля скорости:  
1 – параболическое распределение;  
2 – аппроксимация профиля 
скорости в пределах приведенной 
толщины пограничного слоя [3, 7] 

В пределах данной погрешности потоки импульса, массы и теплоты 
можно представить в следующей форме:  

 

1
,U U∞

∞τ = νρ = γρ
δ

    (2.2.9) 

 

( гр ,
D

Cj D C C∞ )Δ
= = β −

δ
   (2.2.10) 

 

( гр ,p
T

Tq c a T T∞ )Δ
= ρ = α −

δ
   (2.2.11) 

 
где  – значения скоростного, диффузионного и теплового подслоя с 
линейным распределением соответствующих полей в пределах принятой 
погрешности.  

1, ,D Tδ δ δ

Применяя гидродинамическую аналогию (2.2.5), из выражений (2.2.9) – 
(2.2.11) следуют известные соотношения 

 
1
1 ,

Sc Pr
D T

m m

1
1 ,δ δ

δ = δ =    (2.2.12) 

 
которые для ламинарного пограничного слоя на пластине при m=3 
справедливы с точностью 2 % [4, 5].  ±
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ν
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Из уравнений (2.1.10) – (2.1.12) можно записать выражения для 
коэффициентов массо – и теплоотдачи  

 

,

Sc
1

1 m
m−

δ

ν
=β      (2.2.13) 

 

1

1

.

Pr

p m
m

c
−

ν
α = ρ

δ

    (2.2.14) 

 
Подставляя в данные выражения значение 1δ  (2.2.8), получим 

известные уравнения (2.2.1) для определения локальных коэффициентов 
массо – и теплоотдачи на пластине (m=3): 

 

,Sc332,0
1

m
m

x x
U

−
−

∞ν
=β    (2.2.15) 

 
1

0,332 Pr
m
mx p

Uc
x

−
−

∞ν
α = ρ    (2.2.16) 

 
или в критериальной форме: 

 
,ScRe332,0Sh 33,05,0

xx =  
 

.PrRe332,0Nu 33,05,0
xx =  

 
2.3. Коэффициенты массо- теплоотдачи в ламинарной пленке 

  
На основе выражений (2.2.13) и (2.2.14) найдем коэффициенты массо- и 

теплоотдачи при ламинарном безволновом течении пленки жидкости по 
вертикальной поверхности ( <20).   плRe

Если касательное напряжение на границе раздела пленки и газа 
незначительно, т. е. выполняется условие жг−τ << 0ж δρ g , то ламинарный 
пограничный слой на начальном участке течения пленки по вертикальной 
поверхности описывается в автомодельной форме выражением [10] 
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1
21 ,

2

k
K Ay Z

−
+

η =
ν

    (2.3.1) 

 
где 1 , /2

k .K A U Z∞= =  

Из численных расчетов, выполненных Хартли, следует, что толщине 
пограничного слоя соответствует значение η=3.   

При условии параболического профиля скорости в ламинарном 
пограничном слое на пластине и в пограничном слое пленки жидкости 
справедливо отношение   

 
гр

1 1пл

δδ
=

δ δ
,     (2.3.2) 

 

где на пластине ( )
1

25,83 /x U∞δ = ν  [9], а значения толщины 
гидродинамического пограничного слоя на начальном участке течения 
пленки  найдем из (2.3.1) при грδ 3η=  и грy = δ . 

Из выражений (2.2.9), (2.3.1) и (2.3.2) запишем значение толщины 
подслоя  в пограничном слое пленки, где профиль скорости 
аппроксимируется прямой  

1плδ

 

∞

ν
=δ

U
Z

3
1,3пл1 .     (2.3.3) 

 
При известном значении 1плδ  (2.3.3) из уравнений (2.2.13), (2.2.14) 

получим коэффициенты массо- и теплоотдачи для ламинарной безволновой 
пленки [11]:  

,Sc558,0
1

m
m

z Z
U

−
−

∞ν
=β     (2.3.4) 

 
1

0,558 Pr ,
m

mz p
Uc
Z

−
−

∞ν
α = ρ    (2.3.5) 

 
где показатель степени m согласно экспериментальным исследованиям [12, 
13] .  2m ≈
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Используя известную связь между скоростью на межфазной 
поверхности пленки  и средней скоростью  грU U∞ = срU

 
гр

ср

3
2

U
U

=      (2.3.6) 

 
и интегрируя уравнения (2.3.4), (2.3.5) по длине пути жидкости L, найдем 
средние значения коэффициентов переноса массы и тепла 

 

,Sc367,11 5,0ср

0

−ν
=β=β ∫ L

U
dZ

L

L
z    (2.3.7) 

 

ср 0,5

0

1 1,367 Pr .
L

p z p
U

c dZ c
L L

−ν
α = ρ α = ρ∫  (2.3.8) 

 
Если в выражениях (2.3.7), (2.3.8) среднюю скорость записать в виде 

, где q – удельный расход жидкости через единичное сечение 

пленки (м
ср 0/U q= δ

3/мс), то получим уравнения  
 

,367,1
5,0

0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
δ

=β
L
qD     (2.3.9) 

 

,367,1
5,0

0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
δ

λρ
=α

L
cq p     (2.3.10) 

 
которые незначительно отличаются от известных, полученных различными 
авторами как на основе модели Хигби, так и в приближении диффузионного 
пограничного слоя.   

Таким образом, мы получили математическое описание процессов 
массо- и теплоотдачи ламинарной безволновой пленки жидкости, 
построенное на основе математического описания ламинарного 
пограничного слоя на пластине. В данном случае основной параметр модели 

 корректируется на основе соотношения (2.3.2).  1δ
Выражения (2.3.9), (2.3.10) справедливы при отсутствии 

волнообразования на поверхности пленки.  
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При ламинарном волновом движении пленки коэффициенты массо- и 
теплоотдачи больше значений, полученных по уравнениям (2.3.9), (2.3.10) в 
1,5 – 2 раза [14–18]. Можно предположить, что при волновом движении 
интенсификация процессов переноса достигается за счет перемешивания 
жидкости в седловинах волн, а также за счет периодического локального 
разрушения и формирования пограничного слоя [16–20]. Поэтому 
математическое описание массотеплообмена в волновой пленке, как правило, 
строится с учетом амплитуды и длины волны [14, 18, 21, 22].  

 
2.4. Обобщение гидродинамической аналогии  

  
Гидродинамическая аналогия Рейнольдса и Чилтона – Кольборна 

справедлива для потоков при отсутствии продольного градиента давления, 
что ограничивает область ее применения. Например, в шероховатых каналах, 
трубах с кольцевыми накатками и насадочных слоях коэффициент ξ  
возрастает в большей степени, чем характеристики теплообмена [23–26], и 
применение классической аналогии (2.2.14) на основе известной связи 

 дает значительную погрешность.   4/С f ξ=

В работах [27–29] рассмотрена модифицированная аналогия 
Рейнольдса для внутренних пограничных слоев, развивающихся после 
отрыва и присоединения потока за малыми препятствиями на стенках 
каналов. Для этого используется выражение аналогии в виде , 

где коэффициент К показывает степень различия в интенсивности переноса 
импульса и теплоты в отрывном потоке. 

St ( / 2)fK C=

В прикладной аэрогазовой динамике [30, 31] получил применение 
метод «эффективной длины». В этом случае влияние градиента давления 
учитывается соответствующим подбором эффективной длины при условии 
равенства толщины потери энергии пограничного слоя. При известной 
эффективной длине характеристики пограничного слоя рассчитываются с 
помощью соответствующих формул для пластины. Следовательно, чтобы 
применить аналогию (2.2.14), воспользуемся известными свойствами 
консервативности законов трения к различным возмущениям. Для этого 
осредним параметры градиентного потока по длине обтекаемого тела и 
приведем их к плоскому пограничному слою без гидродинамических 
возмущений [32–36].  

Предположим, что средний поток импульса на поверхности тела 
известен. Тогда в рамках плоского ламинарного пограничного слоя запишем  
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δ
νρ=νρ=τ ∞U

dy
du

2
3 ,    (2.4.1) 

 
где 

 

∞∞

ν
=

ν
=δ ∫ U

Ldx
U

x
L

L

0
09,364,4 . 

 
Из данных выражений найдем осредненную скорость ∞U , 

приведенную к плоскому безградиентному пограничному слою:  
 

( ) ( )
2 1
31,62U / L∞ = τ ρ ν 3/ .    (2.4.2) 

 
В данном случае эквивалентными параметрами градиентного и 

безградиентного потоков являются касательное напряжение  и размер тела, 
а влияние градиента давления учитывается путем подбора эффективной 
скорости 

τ

∞U , на основе известного коэффициента трения плоской 
поверхности. 

Это дает возможность применить гидродинамическую аналогию в 
форме (2.2.4) 

 

m
-m

p

m
-m

U

c

U
11

Pr

,

Sc ∞∞

τ
=α

ρ

τ
=β .   (2.4.3) 

 
Отсюда с учетом (2.4.2) запишем [32, 36]  
 

1 11 1
3 30,62 Sc , 0,62 Pr

m- m-
m mрсL L

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞τν τν
β = α = ρ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. (2.4.4) 

 
Аналогичные уравнения можно получить, если в выражении 

δρν=τ ∞ /U  использовать приведенную толщину пограничного слоя (2.2.8), 
т.е. процедура осреднения заключается в нахождении такой скорости ∞U , 
которая удовлетворяет условию ∞ργ=τ U , где коэффициент переноса 
импульса γ  определяется для безградиентного течения.   
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Действительно, если среднее значение  получить из (2.2.5) и (2.2.15), 
имеем 

γ

 
L/U∞ν=γ 664,0 .    (2.4.5) 

 
Отсюда, используя потоковое соотношение ∞ργ=τ U , следует 

выражение   
 

3
20,664 0,664 /U U /L U

−
∞ ∞ ∞τ = ρ ν = ρ ν L ,  (2.4.6) 

 
которое приводит к значению ∞U  в форме (2.4.2).  

Умножим правую и левую часть выражения (2.4.6) на 2U/ ∞ρ2 , получим 
известную формулу (2.1.17) для вычисления среднего коэффициента трения 
на пластине при ламинарном течении  

 

L2f
U

С L Re
328,12

=
ρ

τ
=

∞
. 

 
Отсюда можно записать:  
 

fLC
U

ρ
τ

=∞
2 .     (2.4.7) 

 
Нетрудно показать, что для ламинарного течения, при 

Lf /С L Re328,1=  из уравнения (2.4.7) следует формула (2.4.2), которая 

незначительно отличается численным коэффициентом. Аналогичным путем 
из (2.4.7) можно получить параметр ∞U  для градиентного турбулентного 
потока и, используя гидродинамическую аналогию (2.4.3), вычислить 
коэффициенты массо- и теплоотдачи.  

Применение приведенных в данном разделе уравнений рассмотрено в 
следующих главах, где показано удовлетворительное согласование 
результатов при расчете различных случаев конвективного 
массотеплообмена, исключая лишь такой случай, как поперечное обтекание 
одиночного цилиндра.  
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Г Л А В А 3 
 

МОДЕЛИ ТУРБУЛЕНТНОГО ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ 
 
 В главе рассмотрены основные модели турбулентного пограничного 
слоя для одно- и двухфазных бинарных и многокомпонентных сред. 
Представлены уравнения для вычисления коэффициентов тепло- и 
массоотдачи, полученные на основе использования моделей Прандтля, 
Кармана и Ландау – Левича. Даны методы расчета основных характеристик 
пограничного слоя в одно- и двухфазных средах. 
 

3.1. Основные характеристики турбулентности 
 

 Ламинарное течение, как показывает опыт, устойчиво только при 
некоторых условиях, определяемых значением критического числа 
Рейнольдса. Так, например, для трубы при Re>2320 ламинарное течение 
становится неустойчивым и переходит в турбулентное. Этот переход связан с 
возникновением в потоке незатухающих возмущений. Значение 
критического числа Рейнольдса существенно зависит от условий входа 
потока в трубу. Явление изменения характера течения при повышении 
скорости потока или уменьшения вязкости впервые было установлено в 
опытах Хагена (1839 г.). Однако закон перехода от ламинарного течения в 
турбулентное был сформулирован Рейнольдсом значительно позднее, в 
1883 г. Им же было введено понятие об осредненном и пульсационном 
движении. Течение в пограничном слое так-же может быть либо 
ламинарным, либо турбулентным. При турбулентном течении скорость, 
давление и температура не остаются постоянными во времени, а очень часто 
и неравномерно изменяются. Такие изменения называют пульсациями, они 
являются наиболее характерными признаками турбулентности. Для 
математического моделирования турбулентного течения выполняется его 
разложение на осредненное движение и на пульсационное движение. 
Осредненное по времени значение составляющей скорости u обозначают u , а 
пульсационной скорости – u . Тогда для составляющей скорости, давления и 
температуры записывают: 

′

 
; ; ;u u u v v v P P P T T T′ ′ ′= + = + = + = + .′  

 
 Уравнение движения, аналогичное уравнению (2.1.3), только для 
турбулентного пограничного слоя имеет вид 
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 Уравнение неразрывности записывается аналогично (2.1.7). Уравнение 
(3.1.1) отличается от уравнения ламинарного пограничного слоя (2.1.3) 
наличием дополнительных касательных напряжений. 
 Отсутствие достаточных теоретических предпосылок для замыкания 
системы уравнений движения Рейнольдса привело к возникновению 
различных полуэмпирических теорий, содержащих эмпирические константы 
турбулентности (от двух до пяти - шести). 
 Приближенные методы расчета турбулентного пограничного слоя 
часто основываются на теореме импульсов, используемой и для расчета 
ламинарного пограничного слоя на пластине. Продольное обтекание 
пластины характеризуется тем, что для него градиент давления вдоль стенки 
равен нулю, и поэтому скорость вне пограничного слоя остается постоянной. 
Закономерности пограничного слоя на плоской пластине являются основой 
для расчета сопротивления всех тел, у которых при обтекании не возникает 
резко выраженного отрыва. 
 Механизм турбулентного течения в упрощенном виде представлен 
Прандтлем. Для этого вводится понятие пути перемешивания l, аналогичный 
пути свободного пробега молекул в кинетической теории газов. Разница 
заключается лишь в том, что там происходит микроскопическое движение 
молекул, а здесь – макроскопическое движение турбулентных объемов. 
Осредненное по времени значение vu ′′  по теории Прандтля записывается в 
виде: 
 

dy
ud

dy
udlvu 2−=′′ .     (3.1.2) 

 
 Для описания процесса переноса импульса Буссинеск предположил, 
что турбулентное касательное напряжение 

Тτ  определяется аналогичной 

формулой закона трения Ньютона: 
 

.
dy
du

μ−=τ  

 
 Тогда для турбулентного течения: 
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,TT dy
udvu μ−=′′ρ−=τ     (3.1.3) 

 
где вместо истинной скорости u входит осредненная скорость u , а вместо 
коэффициента молекулярной вязкости μ  – коэффициент турбулентного 
обмена  или . Коэффициент 

Тμ ρμ=ν /ТТ Тμ  не является физической 

константой и в первую очередь зависит от распределения скорости u . 
 С учетом выражения (3.1.3) уравнение движения (3.1.1) запишется в 
виде 
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 Здесь и далее черта над осредненными параметрами опускается. 
 Гипотеза Прандтля о пути перемешивания позволяет выполнять 
практические расчеты турбулентных течений в промышленных аппаратах. 
 Для тепло- и массообменных процессов вводятся аналогичные 
коэффициенты турбулентного обмена массой  и энергией  (или 

TD Tλ

( )pca ρλ= /TТ
 – турбулентной температуропроводности). Коэффициенты 

 имеют одинаковую размерность – мТTТ и, аDν 2/с. 

 Уравнения тепло- и массопереноса для пограничного слоя, записанные 
с коэффициентами турбулентного обмена, имеют форму: 
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где Т – температура; С – концентрация компонента в потоке. 
 Граничные условия системы уравнений (3.1.4) – (3.1.6) имеют такой же 
вид, как и для ламинарного пограничного слоя. Для решения данной системы 
уравнений, кроме уравнения состояния и зависимостей коэффициентов 

 от температуры, необходимо иметь значения коэффициентов 

турбулентного обмена . Ввиду отсутствия в настоящее 

Dа и,ν

Т Т T
, иа Dν
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время законченной теории турбулентности определение этих коэффициентов 
носит полуэмпирический характер и основывается на ряде гипотез. 
 Из гипотез Прандтля и Буссинеска следует, что коэффициент 
турбулентной вязкости равен 
 

.2
Т dy

udl=ν      (3.1.7) 

 
 Длина пути перемешивания l зависит от координат и характеризует 
средний размер турбулентных возмущений (масштаб турбулентности) в 
данной точке. 
 Для турбулентного движения среды вдоль твердой стенки путь 
перемешивания l записывают в виде 
 

yl χ= ,     (3.1.8) 
 
где  – безразмерный коэффициент, по Прандтлю  за пределами 
вязкого подслоя и буферной области используется линейная зависимость 

χ 0,4 иχ =

 

.T ρ
τ

χ=χ≈ν ∗ yyu     (3.1.9) 

 
 Из выражений (3.1.3), (3.1.8) и (3.1.9) записывают 
 

.
y

u
dy
du

χ
= ∗      (3.1.10) 

 
 Отсюда следует логарифмический профиль средней скорости 
 

,ln Byuu +
χ

= ∗     (3.1.11) 

 
где В – постоянная интегрирования. 
 Универсальный закон распределения, полученный для течения вдоль 
плоской стенки, справедлив для течения жидкости в круглой трубе [1–4]. 
 Соотношение (3.1.11) можно записать в следующем безразмерном виде 
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   (3.1.12) 

 
 Согласно опытным данным Никурадзе для труб В1=5,5. 
 Следует отметить, что логарифмический закон распределения 
скоростей получен при предположении, что в основной области 
турбулентного пограничного слоя 

Тν >>ν . Такое допущение справедливо 

при очень больших числах Рейнольдса, т.е. при развитом турбулентном 
режиме. 
 При числах 4·103<Re<3,2·106 в трубах широко используется степенная 
зависимость: 
 

1

max
,nu y

U R
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

     (3.1.13) 

 
где 6  при Re=4·10n = 3;  при Re=107n = 5; 10n =  при Re=3,2·106. 
 Для плоской пластины степенной закон имеет вид 
 

1

,nu y
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     (3.1.14) 

 
причем n слабо зависит от числа Рейнольдса. 
 При 86 1010Re ÷=x  принимают 7n =  (закон корня одной седьмой). 
 Применяется также зависимость для безразмерного профиля скорости в 
виде 
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где при 40<y+<700; С=8,74; n=7; при 70<y+<1100; С=9,6; 8n = . 
 Для турбулентного пограничного слоя также используются понятия 
толщины вытеснения (2.1.14) и толщины потери импульса (2.1.15). 
 Известны соотношения 
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где 7 , а толщина пограничного слоя на пластине вычисляется по формуле n =
 

.
Re

37,0
2,0

xx
=

δ      (3.1.17) 

 
 Из решения уравнения (3.1.15) при С=8,74 и 7n =  следует 
 

( )
17
880,15 .u u y∗

ν=     (3.1.18) 

 
 Отсюда касательное напряжение на стенке равно 
 

( )0,252 1,75
ст 0,0225 .u u∗

ντ = ρ = ρ δ   (3.1.19) 

 
 Из выражений (3.1.17) и (3.1.19) локальный и средний коэффициенты 
трения пластины имеют вид 
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 Эти формулы дают согласование с экспериментом до Re≈107. 
 Шлихтинг предложил интерполяционную формулу для более широкого 
интервала чисел Рейнольдса 
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или с учетом участка ламинарного течения около передней кромки пластины: 
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где коэффициент А зависит от положения точки перехода ламинарной формы 
течения в турбулентную. 

крRex  3·105 5·105 106 3·106

А 1050 1700 3300 8700 
 Выражение (3.1.22) называется законом Прандтля – Шлихтинга для 
сопротивления гладкой плоской пластины при ее продольном обтекании. Он 
применим при числах Re≤109. 
 

Турбулентная вязкость 
 
Для решения уравнений пограничного слоя (3.1.4)–(3.1.6) необходимы 

функциональные зависимости для расчета коэффициентов турбулентного 
обмена. С этой целью используются различные модели. 

В турбулентном потоке крупномасштабные пульсации (с большими 
амплитудами) являются источником мелкомасштабных пульсаций (с малыми 
амплитудами). Поскольку энергия, переносимая при пульсационном 
движении, пропорциональна произведению амплитуды на их частоту, то, 
согласно механизму переноса энергии в турбулентном потоке, частота 
пульсаций должна возрастать с уменьшением масштаба пульсаций. Это 
вытекает из закона сохранения энергии. Поэтому крупномасштабные 
пульсации происходят с низкими частотами, а мелкомасштабные – с 
высокими. Так как энергия, диссипируемая в самых мелкомасштабных 
пульсациях, передается им пульсациями более крупного масштаба, то 
величина  для данного турбулентного потока постоянна и независима от 
масштаба пульсаций. Поэтому ее можно выразить через пульсационную 
скорость  и длину пути смешения (масштаб пульсационного движения) l: 

ε

v′
 

Т

23( )' 'v v
l l

⎛ ⎞
ε ≈ ≈ ν ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
,    (3.1.23) 

 
где  – скорость диссипации кинетической энергии в турбулентном потоке, 
м

ε
2/с3. Используется также значение среднеобъемной диссипации энергии 

VN /=ε , где N – мощность, Вт; V – объем среды, м3. В ряде случаев можно 
использовать связь ρε=ε / . 

Выражение (3.1.23) в различных вариантах используется для расчета 
характеристик турбулентности [5–12]. 
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В литературе известен целый ряд двух- трех- и даже четырехслойных 
моделей пограничного слоя. Причем в каждой области используются 
различные функции коэффициентов турбулентного обмена [13–32]. 

В работах Клаузера рассматривается двухслойная модель 
турбулентного пограничного слоя. Внешняя подобласть турбулентного 
пограничного слоя располагается между внешней границей «пристенной» 
подобласти  и внешней границей (в номинальном ее понимании как конечной 
величины) пограничного слоя. В этой области движение жидкости 
определяется «законом следа», главной особенностью которого, в 
соответствии с гипотезой Клаузера, является постоянство (независимость от 
y) коэффициента турбулентной длины – размер крупных вихрей, 
заполняющих внешнюю область пограничного слоя, пропорциональный 
толщине пограничного слоя, введенной им как Δ . Это привело Клаузера к 
формуле для кинематического коэффициента вязкости νТ поперек 
пограничного слоя. Действительный характер изменения νТ вдоль этой 
области определяется «модифицированной гипотезой Клаузера», 
предложенной Ю.В.Лапиным и М.Х.Стрельцом. С развитием турбулентного 
пограничного слоя и переходом течения в диффузорную часть весь 
пограничный слой и его «внешняя» подобласть утолщаются, а при 
приближении к точке отрыва «внешняя» подобласть стремится полностью 
занять все сечение пограничного слоя. 

Клаузеру принадлежит также модель «закона следа». В основе ее 
лежит допущение о постоянстве кинематического коэффициента 
турбулентной вязкости νТ во внешней части сечений пограничного слоя при 
возможном изменении его от сечения к сечению. Опыты не оправдывают это 
допущение. Как свидетельствуют современные данные, отношение νТ /(Uδ*) 
в функции от безразмерной координаты y/δ , построенное для трех значений 
β=0; 0,9 и 5,4 (последнее значение β соответствует значительной 
диффузорности), при приближении к внешней границе пограничного слоя 
при всех значениях β убывает. Но, как отмечает Брэдшоу, «терпимое 
приближение к профилю осредненной скорости было получено в 
предположении о постоянстве этой величины» (подразумевается νТ). Это 
предположение с теми или другими поправками широко используется в 
современных методах расчета турбулентных пограничных слоев. 

Заметив, что размерность νТ определяется произведением скорости на 
длину, Клаузер принял за характерную скорость динамическую скорость и 
выражение для νТ записал в виде 
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ΔТ *ku=ν ,    (3.1.24) 

 
или 

 

                               ( ) ,*
0

Т dyuUkkU ∫
∞

−=δ=ν                                (3.1.25) 

 
где коэффициент пропорциональности k может быть функцией параметра β. 
Обработка имевшихся к тому времени опытов выявила ошибку этой 
зависимости, и Клаузер предложил на всем протяжении пограничного слоя 
считать k постоянной величиной, равной в среднем k=0,018. Современные 
авторы, пользующиеся допущением о постоянстве k, принимают k, равным 
0,0168 [3]. 
 В работе [20] на основе сопряжения логарифмического профиля 
скорости с линейным для ламинарного (вязкого) подслоя получена формула: 
 

( )
( )χη−−

χη−
ν=ν

/1exp1
/1exp

Т ,    (3.1.26) 

 
при значении , начиная от границы ламинарного подслоя . ∗=η uu / 4,0=χ
 Ландау и Левич ввели теорию вязкого подслоя, где происходит 
постепенное затухание турбулентности (более подробно в разделе 3.3). По 
этой теории в пределах вязкого подслоя принимают степенную зависимость 

 от расстояния до поверхности. Из теоретических соображений закон 
затухания  в вязком подслое пропорционален четвертой степени. 

Однако экспериментальные данные различных исследователей дают 
значительный разброс показателя степени от 2 до 4. 

( )yТν

( )yТν

В табл. 3.1 приведены наиболее известные выражения для 
коэффициентов турбулентной вязкости. 

Характер функции  значительно зависит от гидродинамических 

условий движения потока и в меньшей степени от чисел Pr и Sc, а для 
пограничного слоя на поверхности раздела двухфазных сред, кроме того, от 
наличия ПАВ, волнообразования, межфазной конвекции и ряда других 
факторов [33–39]. 

( )yТν
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Т а б л и ц а 3.1 
 

№ Формула Литература 
1. ( )Т

440,01 ,y y+ +ν
= χ

ν
<5 

[3] 

2. ( )
( )

Т
2

22

; 1 exp / , где 26;

, /

DR D y A А

R y y u y

+
∗ ∗

+ +
∗

ν ⎡ ⎤
= = − − =⎢ ⎥ν ⎣ ⎦

= χ = ν

 

[3] 

3. 
Т

2kСνν =
ε

(«k – ε » – модель) 
– 

4. 
( )Т 20,124 1 exp 0,124

/ ; / ; /

u y u y

y y y u u u y u

+ + + +

+ ∗ + ∗ ∗ ∗

ν
= − −⎡ ⎤⎣ ⎦ν
= = = ν

 
[13] 

5. 
,

5,14

3
Т

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

ν

ν +y 0<y+<5 

,959,02,0Т −=
ν

ν +y    5<y+≤30 

 
 

[14] 

6. ( )Т
3

0,001 ,y+
ν

=
ν

0<y+≤5 

( )Т
2

0,012 1,6 ,y+
ν

= −
ν

5<y+≤20 

( )Т 0,4 10 ,y+
ν

= −
ν

y+>20 

 

 
 
 

[15] 

7. 
( ) ( )Т

1
71000 2,5 10 / Re

а b
y

−
+ν ⎡ ⎤

= ⋅⎢ ⎥ν ⎣ ⎦
 

( ) ( )0,08
400 , / 400a y b y+ += − = + y+  

 
 

[16] 

8. ( )Т
4

;b y+
ν

=
ν ( )/ 400 ,b y y+ += +  0<y+<6 

[24] 
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Турбулентные пограничные слои с градиентом давления 
 и консервативные свойства 

 
 Турбулентные течения с понижением или повышением давления часто 
встречаются в тепло- и массообменных аппаратах. В качестве примеров 
можно привести течения в сужающихся и расширяющихся каналах, 
обтекание различных профилей с кривизной поверхности и т.д. 
 Все способы расчета градиентных турбулентных пограничных слоев 
представляют собой приближенные методы. Они также основаны на теореме 
импульсов и теореме энергии для пограничного слоя. Общими 
особенностями этих способов являются: в качестве характерной толщины 
пограничного слоя используется толщина потери импульса; для 
характеристики профиля скоростей, сильно зависящего от градиента 
давления, вводятся формпараметры профиля скоростей. Например, в 
качестве формпараметра может использоваться отношение толщины 
вытеснения  к толщине потери импульса ∗δ ∗∗δ , а расчет толщины потери 
импульса вычисляется при помощи теоремы импульсов. Для расчета 
касательного напряжения на стенке используется закон сопротивления 
продольно обтекаемой плоской пластины, но взамен постоянной скорости 

 внешнего течения подставляется переменная скорость . Все эти 
способы основаны на использовании консервативных свойств пограничного 
слоя [1, 17–19]. 

∞U ( )xU

 Наиболее важными из этих свойств являются: 
1. Консервативность длины пути смешения в окрестности стенки (но 

вне вязкого подслоя) относительно градиента давления и сжимаемости. 
2. Вырождение вязкого подслоя и пульсаций плотности при ∞→Re  и, 

как следствие этого, существование предельных относительных законов 
трения, в общем виде не зависящих от интегральных констант 
турбулентности. 

3. Заполненность профилей скоростей и температур при больших 
числах Re. 

4. Значительная консервативность безразмерной толщины вязкого 
подслоя на непроницаемой поверхности. 

Эти принципы используются при решении разнообразных задач при 
турбулентном переносе. 
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3.2. Модели Прандтля и Кармана  
  

В модели Прандтля при течении вязкой жидкости вдоль твердой 
стенки происходит прилипание молекул жидкости к поверхности, и вблизи 
стенки появляется некоторый пристеночный слой. В этой области 
существенно проявляется молекулярное трение, а турбулентное трение 
пренебрежимо мало. Эту область Прандтль назвал ламинарным подслоем, и 
за его пределами осредненное течение практически полностью определяется 
турбулентным переносом. В модели Прандтля переносы импульса ν′′ρ−=τ u  
и тепла pq c T ′ ′= − ν  полностью подобны, т.е. турбулентное число Прандтля 

 .1PrT =

В ламинарном (вязком) подслое профиль скорости описывается 
линейной функцией, а в турбулентной области – логарифмической. В 
результате сопряжения этих функций следуют две важные характеристики 
турбулентного пограничного слоя [1, 40]: 

– константа Прандтля χ 0,4≈ ;  
– безразмерная толщина вязкого подслоя (локальное число Рейнольдса) 

 .6,11/11 ≈νδ= ∗uR
Значение константы R1 также можно получить, используя линейную 

функцию для вязкого подслоя  
 

,u yu
u

∗

∗
=

ν
      (3.2.1) 

 
степенную функцию (3.1.15), описывающую профиль скорости в 
турбулентной области пограничного слоя  
 

( ) ( .107,

1

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
ν

= ∗

∗
nyuC

u
u n

n )    (3.2.2) 

 
На границе вязкого подслоя при 1y = δ  эти функции имеют одинаковое 

значение:  
 

( ) .

1
11

1
n

n
uCuR ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ν
δ

=
ν
δ

= ∗∗     (3.2.3) 

Отсюда устанавливается связь 
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( )

1 1
1

1

n n
n n

n
uC R

− −
∗δ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ν⎝ ⎠

    (3.2.4) 

 
или  
 

( )
1

1

n
n
nR С −

= . 

 
Значение  определяется из (3.2.2) при ( )nC y = δ  
 

( )
n

n
uC

u
U

1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
ν
δ

= ∗

∗

∞ .    (3.2.5) 

 
Тогда  
 

( )
n

n uu
UC

1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
δ
ν

=
∗∗

∞ .    (3.2.6) 

 
В результате из (3.2.4) и (3.2.6) найдено [41]   
 

1
1

1 .

n
n nUR

u u
1− −∞

∗ ∗

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ν
= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    (3.2.7) 

 
При n=7 выражение для средней толщины турбулентного 

пограничного слоя на пластине имеет вид (3.1.17) 
 

,
Re

205,0
Re

37,01
2,0

0
2,0

L

L

x

Ldxx
L

==δ ∫    (3.2.8) 

 
а средний коэффициент трения вычисляется по формуле (3.1.20): 
 

.Re,
Re

073,0
2,0 ν

== ∞LUC L
L

f     (3.2.9) 
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Из расчета по выражению (3.2.7) с динамической скоростью 
2/fCUu ∞∗ =  и толщиной пограничного слоя (3.2.8) при различных числах 

 следует значение R75 1010Re −=L 1 для пластины R1=11,83, что 
незначительно отличается от широко принятого значения R1=11,6 в 
двухслойной модели. 

При наличии гидродинамических возмущений в пограничном слое R1 
может принимать другие значения (раздел 3.5).  

Используя R1, а также соотношения (3.2.15), (3.2.16), аналогичные по 
форме (2.2.12), можно записать приближенные значения коэффициентов 
массо- и теплоотдачи в турбулентном пограничном слое, если Sc>>1 и Pr>>1 
[42, 43]:   
 

.

Pr

,

Sc
1

1

1

1 m
mp

m
m

R

uc

R

u
−

∗
−

∗ ρ≈α≈β    (3.2.10) 

 
 Расчет по данным выражениям позволяет выполнить оценку 
зависимости  от характеристик пограничного слоя, и для ряда 

турбулентных течений в тепломассообменных аппаратах удовлетворительно 
согласуется с экспериментальными данными. 

αβ и

Турбулентный пограничный слой согласно трехслойной модели 
Кармана состоит из вязкого подслоя, который соединяется с полностью 
развитой частью турбулентного течения переходной буферной областью. В 
рамках гипотезы длины смешения Карману принадлежит введение 
дополнительной переходной (буферной области). В этой области воздействие 
молекулярного и турбулентного трения соизмеримо, меняясь от 
преобладающего молекулярного трения на нижней границе области до 
преобладающего турбулентного – на верхней. Именно с Кармана начинается 
повышенный интерес к турбулентному переносу в непосредственной 
близости к стенке. Термин Кармана «ламинарный подслой» постепенно 
перешел в понятие «вязкого подслоя». 

В каждой области турбулентного пограничного слоя профиль скорости 
и коэффициенты турбулентного обмена импульсом ( )yТν , массой ( )yDТ

 и 
теплом  описываются различными функциями.  ( )ya Т

Предложенная Карманом трехслойная модель имеет следующее 
математическое описание:  

в вязком подслое при +y <5 
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,0, T =
ν

ν
=

ν
= +∗

∗
yyu

u
u    (3.2.11) 

 
в переходной области при 305 ≤≤ +y   

 

,1
5

,ln505,3 T −
ν

=
ν

ν

ν
+−= ∗∗

∗

yuyu
u
u  (3.2.12) 

 
в турбулентной области при +y >30  

 

.1
5,2

,ln5,25,5 T −
ν

=
ν

ν

ν
+= ∗∗

∗

yuyu
u
u   (3.2.13) 

 
На основе данных уравнений построены различные полуэмпирические 

модели массо- и теплоотдачи в одно- и двухфазных системах.   
Как известно, для турбулентного пограничного слоя в случае 

1ScPr ==  и  следует 

подобие безразмерных профилей скорости, концентрации и температуры и 
полная аналогия переноса (аналогия Рейнольдса).  

0/,1/Sc,1/Pr TTTTTT ==ν==ν= dxdPDa

При  и  используется поправка (2.2.4), где неоднородность 
полей, вызванная молекулярным механизмом переноса, учитывается числами 
Шмидта и Прандтля. Показатели степени этих чисел зависят от 
гидродинамических условий взаимодействия фаз. В случаях турбулентного 
движения однофазного потока вдоль твердой поверхности значение m 
находится в пределах 

Pr 1≠ Sc 1≠

( )3 4m ≈ −  [10, 20–31], а для систем с подвижной 
поверхностью фаз (газ – жидкость, жидкость – жидкость) ( )2 3m ≈ −  [10, 32–
38]. 

Связь между коэффициентами переноса импульса , массы  и тепла 
 аналогична (2.2.5):  

γ β
α

 

.PrSc
11

m
m

p
m

m

c

−−

ρ
α

=β=γ     (3.2.14) 

 
Если записать коэффициенты переноса в виде  
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,,,
T1

pcaD

D

ρ
δ

≈α
δ

≈β
δ
ν

≈γ    (3.2.15) 

 
то из выражений (3.2.14), (3.2.15) устанавливаются известные соотношения 
между вязким, диффузионным и тепловым подслоем  
 

.Pr,Sc
1

1

1

1 T
mm

D

−−
δ≈δδ≈δ    (3.2.16) 

 
Следует отметить, что в уравнениях (3.2.14) – (3.2.16) не учитывается 

неоднородность полей в пограничном слое, вызванная турбулентным 
механизмом переноса, поэтому для развитого турбулентного режима эти 
выражения являются приближенными.  

На основе трехслойной модели пограничного слоя Кармана найден 
коэффициент переноса импульса при турбулентном движении однофазного 
потока вдоль твердой поверхности [39]. Сопротивление переносу импульса в 
турбулентном пограничном слое толщиной δ  представляется в следующем 
виде [11, 12]:  

 
( ) ,Δ1

0 T
∫
δ

∞
ν+ν

=
τ

ρ
=

γ
dyyFU     (3.2.17) 

 
где ( )грU U U∞ ∞Δ = −  – движущая сила переноса импульса, м/с; на твердой 

стенке  и тогда  Геометрический фактор  если 

значение δ  значительно меньше характерного размера обтекаемого тела. 
гр 0U = .U U∞ ∞Δ = ( ) ,1=yF

Согласно трехслойной модели (3.2.11) – (3.2.13) выражение (3.2.17) 
получит форму  

 

,5,251

2

2

1

1

2 T

2

1 T

1

T 00
∫∫∫∫∫∫
δ

δ ∗

δ

δ ∗

δδ

δ

δ

δ

δ
++

ν
=

ν+ν
+

ν+ν
+

ν+ν
=

γ yu
dy

yu
dydydydydy  (3.2.18) 

 
где  1 25 / ; 30 / .u u∗ ∗δ = ν δ = ν

Первое слагаемое выражения (3.2.18) определяет сопротивление 
переносу импульса в вязком подслое толщиной 1,δ  второе – в переходной 
(буферной) области толщиной ( )2 1δ − δ , а третье – в турбулентной области 
толщиной ( )2δ − δ .  
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После интегрирования (3.2.18) получено 
 

( )1 5 5 2,5ln 6 ln ln 30 / .u
u u u ∗
∗ ∗ ∗

= + + δ − ν⎡ ⎤⎣ ⎦γ
 

 
Отсюда выражение для определения коэффициента переноса импульса 

в турбулентном пограничном слое на твердой поверхности запишется в виде  
 

( )
.

5 1 ln 6 0,5 ln ln30 / 13,96 2,5ln
30

u u
uu

∗ ∗

∗∗
γ = =

δ+ + δ − ν⎡ ⎤⎣ ⎦ + ⎜ ⎟
⎛ ⎞

ν⎝ ⎠

  (3.2.19) 

 
Выражение, аналогичное (3.2.19), можно получить, используя и другие 

функции . )(Т yν
В работе [15] на основе трехслойной модели турбулентного 

пограничного слоя характеристики турбулентного обмена получены в виде 
 

( )3Т 001,0 +=
ν
ν y , где [ ]5;0∈+y ,   (3.2.20) 

 

( )2Т 6,1012,0 −=
ν
ν +y , где [ ]20;5∈+y ,  (3.2.21) 

 

( )104,0Т −=
ν
ν +y , где [ ]δ∈+ ;20y .   (3.2.22) 

 
Сопротивление переносу импульса на основе выражений (3.2.20)–

(3.2.22) примет форму 
 

1 2

1

2

3 2
0

1

0,001 0,012 1,6

0, 4 10

э

* *

*

dy dy

u y u y
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u y

δ δ

δ

δ

δ

= +
γ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ν + ν ν + ν −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ν ν⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+
⎛ ⎞ν + ν −⎜ ⎟ν⎝ ⎠

∫ ∫

∫

+

,(3.2.23) 
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где  – толщина вязкого подслоя, м;  – толщина 

буферной области пограничного слоя, м; 
*1 /5 uν=δ *2 /20 uν=δ

ν=+ /* yuy  – безразмерная 

координата. 
После интегрирования получен коэффициент переноса импульса [44] 
 

( )[ ( )]ν−ν−δ+
=γ

5ln34,0ln5,273,11
*
*u

u .   (3.2.24) 

 
Используя установленную связь (3.2.14) между коэффициентами 

переноса, на основе применения уравнений (3.2.19) и (3.2.24) можно 
вычислить коэффициенты массо- и теплоотдачи в турбулентном однофазном 
потоке. 

 
3.3. Модель диффузионного пограничного слоя Ландау – Левича 

 
Перенос массы и теплоты 

 
 Рассматриваются две основные гипотезы о затухании турбулентности в 
пограничном слое [2, 10, 20]: 

1) гипотеза Прандтля–Тейлора о полном прекращении турбулентности в 
вязком подслое, 

2) гипотеза Ландау–Левича о постепенном затухании турбулентности. 
 Однако по вопросу о законе затухания единой точки зрения не 
существует. 
 Наряду с гипотезой о законе затухания турбулентных пульсаций 
выдвигалось предположение о сохранении закона l~y в пределах вязкого 
подслоя. Это предположение приводит к выражению: 
 

,~ 2
1

3
0

Т δ

υ yD  

 
где  – характерная скорость турбулентных пульсаций, м/с. 0υ

Коэффициент турбулентной диффузии DТ в вязком подслое быстро, 
как , убывает с уменьшением расстояния до стенки. Поэтому на некотором 
расстоянии до стенки, равном , коэффициент турбулентной диффузии 

станет столь мал, что будет иметь место равенство 

3y

Dδ
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( )Т

4
1

0 3
δδ υ ,
δD

D b D= =  

 
где b – численный коэффициент. 
 При y<  коэффициент турбулентной диффузии должен быть меньше 

коэффициента молекулярной диффузии, но теоретически D
Dδ

Т=0. 
Соответственно при y<  механизмом переноса вещества является 

молекулярная диффузия. 
Dδ

 Таким образом, получается, что турбулентный поток имеет 
четырехслойную структуру [10]. 
 Вдали от поверхности тела имеется область развитой турбулентности, 
являющаяся областью постоянной концентрации. Ближе к телу, в 
турбулентном пограничном слое, происходит медленное, подчиняющееся 
логарифмическому закону уменьшение средней скорости и концентрации. В 
этой области молекулярная вязкость и диффузия не играют заметной роли. 
Импульс и вещество переносятся турбулентными пульсациями. Еще ближе к 
стенке, в вязком подслое, турбулентные пульсации становятся столь малыми, 
что импульс, переносимый молекулярной вязкостью, оказывается большим, 
чем импульс, переносимый турбулентными пульсациями. Поскольку, однако, 
коэффициент диффузии D в жидкостях в тысячу раз меньше, чем 
кинематическая вязкость, затухающие турбулентные пульсации переносят 
все же гораздо больше вещества, чем молекулярная диффузия. Только в 
самой глубине вязкого подслоя, при y< , молекулярный механизм 

диффузии начинает преобладать над турбулентным. 
Dδ

Как и в модели Прандтля, при Sc>>1 основное диффузионное 
сопротивление оказывается сосредоточенным в диффузионном подслое 

Dδ , в 

котором перенос вещества осуществляется диффузией. Однако в 
диффузионном процессе диффузионный поток j оказывается 

пропорциональным 
3
4D , а не D, как в схеме Прандтля. Более низкая степень 

при коэффициенте диффузии имеет определенный смысл: чем меньше 
коэффициент диффузии D, тем на меньшем расстоянии от стенки перенос 
вещества турбулентными пульсациями преобладает над молекулярной 
диффузией. Поскольку турбулентный перенос является более эффективным, 
чем молекулярный, можно сказать, что в данной схеме учитывается частичная 
компенсация уменьшения D возрастанием роли турбулентного переноса. 
Аналогичные рассуждения справедливы и для процессов переноса теплоты. 
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Для определения коэффициентов массо- и теплоотдачи на основе 
использования модели диффузионного пограничного слоя записываются 
выражения для потока массы и теплоты с учетом молекулярного и 
турбулентного переноса: 
 

dy
dCDDj )(

Т
+−= ,                                            (3.3.1) 

 

dy
dTaaq )(

Т
+−= .                                             (3.3.2) 

 
На основе этих выражений записываются интегралы: 
 

∫
∞

+
=−∞

y

yDD
jdyCC

0
гр )(Т

,                                 (3.3.3) 

 

∫
∞

+
=−∞

y

yaa
qdyTT

0
гр )(Т

.                                   (3.3.4) 

 
 Из выражений (3.3.3), (3.3.4), если ввести коэффициенты массоотдачи 
 

гр
β

CC
j
−

=
∞

,                                          (3.3.5) 

 
и теплоотдачи 

 

грTT
q
−

=α
∞

,                                                                 (3.3.6) 

 
можно получить [20]: 

( )
T

гр

0

1 ,
C C F y dy

j D D

δ
∞ −

= =
β +∫     (3.3.7) 

 
( )
( ) ,1

0

гр

T

∫
δ

∞

+ρ
=

−
=

α aac
dyyF

q
TT

p
   (3.3.8) 
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где геометрический фактор ( ) 1F y = , при условии, что значение δ  
значительно меньше характерного размера обтекаемого тела, т.е. L/δ <<1 
[20].  

Согласно модели диффузионного пограничного слоя, если Sc>>1 и 
Pr>>1, то основное сопротивление переносу субстанции локализовано внутри 
вязкого подслоя, поэтому выражения (3.3.7) и (3.3.8) примут форму  
 

,1 1

T0
∫
δ

+
=

β DD
dy      (3.3.9) 

 

( ) ,1 1

T0
∫
δ

+ρ
=

α aac
dy

p
    (3.3.10) 

 
где коэффициенты турбулентного обмена определяются законом затухания 
турбулентных пульсаций по толщине вязкого подслоя , и 

 в первую очередь зависят от гидродинамики потока. Следует 

отметить, что все эти зависимости имеют полуэмпирический характер и 
ограниченную область применения (см. табл. 3.1). Например, по данным ряда 
исследователей, коэффициент турбулентной вязкости в вязком подслое 
пропорционален расстоянию от стенки в четвертой степени [24, 26, 28, 44, 
48]   

( )yDD TT =

( )yaa TT =

 

,
4

T ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
ν

ν=ν ∗yub      (3.3.11) 

 
где коэффициент пропорциональности b находится различными 
экспериментальными методами.  

Согласно экспериментам, выполненным двумя независимыми 
методами в широком диапазоне изменения чисел Прандтля (до Pr=1,2·106), 
получено значение  [45].  4107,2 −⋅≈b

Коэффициент b можно определить на основе сопряжения профилей 
скорости на границе вязкого подслоя [46].   

Для области турбулентного пограничного слоя, где профиль скорости 
описывается логарифмической функцией (3.1.11) lnu u / y B∗= χ +  можно 
записать: 
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y
u

dy
du

χ
= ∗ ,     (3.3.12) 

 
а для вязкого подслоя градиент скорости находится из соотношения  
  

TТ

2

)( ν+ν
=

ν+νρ
τ

= ∗u
dy
du .   (3.3.13) 

 
На границе вязкого подслоя ( )1δ=y  эти функции принимают 

одинаковое значение   
 

Т1

1
ν+ν

=
χδ

∗u .    (3.3.14) 

 
Тогда из уравнения (3.3.14) с коэффициентом (3.3.11) найдено 

  

( )
1 1

4 4
11

1u / - Rb
Ru /

∗

∗

1χ δ ν χ −
= =

δ ν
.   (3.3.15) 

 
При  и  получим 6,111 ≈R 40,≈χ 4101,2 −⋅≈b , что незначительно 

отличается от экспериментального значения, установленного различными 
авторами. То есть используя соотношение (3.3.14), можно определить 
неизвестные коэффициенты пропорциональности в функциях ( )yТν  в 
различных моделях турбулентности. 

В работе [10] для коэффициента турбулентного обмена в вязком 
подслое рекомендуется функция  
  

Т 0 1 1( )ny/ν ≈ υ δ δ ,    (3.3.16) 

 
где  – характерная скорость турбулентных пульсаций, м/с.           0υ

Функцию (3.3.16) с точностью до коэффициента пропорциональности 
запишем в виде  
 

n)y/(b 110Т δδυ=ν .    (3.3.17) 
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При  на основе соотношения (3.3.14) найдено значение 
коэффициента b   

1δ=y

 
( )

10
1 1
R

Rub
υ

−χ
= ∗ .     (3.3.18) 

 
Тогда характеристики турбулентного обмена импульсом, массой и 

теплом в вязком подслое получат вид   
 

( )ny/u
R

R
11

1
1 1

Т δδ
−χ

=ν ∗ ,   (3.3.19) 

 

( )ny/u
R

RD 11
1

1

Т
T Sc

1
δδ

−χ
= ∗ ,   (3.3.20) 

 

( )ny/u
R

Rа 11
1

1

T
Т Pr

1
δδ

−χ
= ∗ ,   (3.3.21) 

 
где  – турбулентные числа Шмидта и Прандтля. TT Pr,Sc

Установим связь между значением показателя степени n, 
коэффициентами массо- теплоотдачи и коэффициентами молекулярного 
переноса.  

При  и выражение (3.3.20) примет форму  DDy D ≈δ= T,

   

( n
D /u

R
RD 11

1
1

TSc
1

δδδ )−χ
≈ ∗ ,   (3.3.22) 

 
или   
 

( )
T

11
1

1

1
Sc

D

n
D

RD u /
R

−
∗

χ −
≈ δ δ

δ
,   (3.3.23) 

 
где  – коэффициент массоотдачи, м/с.  β≈δ DD/

Применяя соотношение между ( )1δδ /D
 (3.2.16) из (3.3.23), получено  
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−

∗
−χ

≈β m
n

u
R

R
1

1
1 Sc

Sc
1

T

.   (3.3.24) 

 
Выполняя аналогичные преобразования, имеем  
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−

∗
−χ

ρ≈α m
n

p u
R

Rс
1

1
1 Pr

Pr
1

T

.   (3.3.25) 

 
Данные выражения, кроме молекулярных чисел Прандтля и Шмидта, 

содержат турбулентные числа , которые имеют некоторую 

зависимость от коэффициентов молекулярной диффузии. Однако эта 
зависимость в большинстве случаев достаточно слабая [47–49]. Например, 
при изменении числа Прандтля Pr от 0,7 до 65 турбулентное число  в 

пограничном слое изменяется всего от 0,75 до 0,85 [48]. На этом основании 
соотношения (3.3.24), (3.3.25) можно записать в виде 

TT PrиSc

TPr

 

α ~
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
m

n 1

Pr , β ~
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
m

n 1

Sc .    (3.3.26) 
 

Эти соотношения позволяют установить характер зависимости 
коэффициентов  и ( )Т

D y ( )yаТ  в вязком подслое на основе известных 

теоретических или экспериментальных исследований.  
В системах газ (пар) – жидкость, жидкость – жидкость с подвижной 

поверхностью раздела фаз (без ПАВ) [32, 34, 35] установлена зависимость 

~β 2
1

D . В этом случае из соотношения (3.3.26) имеем m=n=2. Тогда из 
(3.3.9) с функцией (3.3.20) при n=2 получим [46] 
 

( )
( ) D

ub
Duby/ubD

y/d 1

T

T

T
Sc

arctg
Sc

Sc
1 11

1

11

0
2

1
1

11
1

δδ
=

δδ+

δ
δ=

β
∗

∗−
∗

∫ , (3.3.27) 

 
где  ( ) ./;1 11111 νδ=−χ= ∗uR/RRb

Отсюда найдем 
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T Т

1
1 1

1
arctg .

Sc Sc
b u D b u

D
1

−

∗ ∗
⎛ ⎞δ⎜ ⎟β =
⎜ ⎟δ
⎝ ⎠

 

 
Здесь и далее значение arctg в радианах. 
Или при  имеем ∗ν=δ /uR11

 

T Т

1
1 1

1

Scarctg .
Sc Sc Sc

b b Ru
R

1
−

∗
⎛ ⎞
⎜β =
⎜
⎝ ⎠

⎟
⎟

  (3.3.28) 

 
Аналогичным путем из выражения (3.3.10) и (3.3.21) получим 
 

T Т

1
1 1 1

1

Prarctg .
Pr Pr Prp

b b Ru с
R

−

∗

⎛ ⎞
⎜α = ρ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟    (3.3.29) 

 
Если зависимости коэффициента массоотдачи от коэффициента 

молекулярной диффузии имеют вид β ~
2
3D , из соотношения (3.3.26) следует 

m=n=3.  
Тогда из уравнений (3.3.9) и (3.3.20) получим [46] 
 

( )
( ) ( )

,
Sc

Sc
1 1

0 3331

1

0
3

11
1-

1

1
1

T

T

∫∫
φ+

φ
=

δδ+

δ
δ=

β ∗∗ k

d
uby/ubD

y/D  (3.3.30) 

 
где . ( )T 1 1Sc ;k D/ b u y∗= δ φ 1/= δ

После интегрирования имеем 
 

T

21
3 1

3

2 2 1 2 1 2
1

3 3 3 3 3 3

1
Sc1 1 1 2 1ln arctg arctg

3
6 1 3 3 3

k
k

b u
k k k k k k

∗

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟+ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎢ ⎥⎛ ⎞⎝ ⎠= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥β ⎝ ⎠⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟− + ⎝ ⎠⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1
− . 
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Используя свойства тригонометрической функции arctg (x), 
окончательно найдем  

 

( )
( )

( )
T

2 1
1

2

6 3 Z Sc

Z 1 2 Z
3 ln 6arctg

Z Z 1 1 Z 3

u b

-

−
∗

β =
+ −

+ + π
+

,   (3.3.31) 

 

при 
T

1
31 1Z Sc Sc ; Sc /R b / D

−⎡ ⎤= = ν⎣ ⎦ ТТT / D, Sc ν= .  

Аналогично получается выражение для коэффициента теплоотдачи  
  

( )
( )

( )
T

2 1
1

2

6 3 Pr

1 2
3 ln 6arctg

1 1 3

pс N u b

N N
N N- N

−
∗ρ

α =
+ −

+ + π
+

,  (3.3.32) 

 

где ( )

1
3

T1 1 1 1 1Pr Pr ; 1 / .N R b / b R R
−

⎡ ⎤= = χ⎣ ⎦ −  В выражениях (3.3.28), (3.3.31) 

размерность  – м/с, а в (3.3.29), (3.3.32) размерность β α ~Вт/(м2 ·°С) (если 
ср – Дж/(кг ·°С)) и  – ккал/(мα 2·с·°С) (если ср – ккал/(кг ·°С)). Значения arctg 
даны в радианах. 

Для оценки влияния логарифмической области пограничного слоя на 
сопротивление массо- и теплоотдаче, при различных числах Шмидта и 
Прандтля, получим функцию ( ) ( )yаyD ТT ,  в интервале δ≤≤δ y1 . 

Известно [1], что в логарифмической области коэффициент ( )yТν  
линейно зависит от расстояния 

Тν ~y, или ybTТ =ν . Из условия сопряжения 

значений данной функции и выражения (3.3.19) следует:   
 

.1

1
1

Т R
Rub −χ

= ∗      (3.3.33) 

 
Тогда коэффициенты ( )yDT

 и ( )yаТ  для этой области запишутся в 

виде  
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T
Т

T
T Pr

1,
Sc

1

1
1

1
1

R
Ryuа

R
RyuD −χ

=
−χ

= ∗∗ .   (3.3.34) 

 
В логарифмической области турбулентного пограничного слоя 

молекулярным переносом обычно пренебрегают, поэтому сопротивления 
переносу массы и тепла представляются в следующей форме  

 

( ) ( ) ∫∫
δ

δ∗

δ

δ∗ −χ
=

α−χ
=

β
1

T

T1

T

T 1
PrI;

1
ScI

1

1

1

1
y

dy
Ru

R
y

dy
Ru

R
.  (3.3.35) 

 
Отсюда находится  
 

( )
( )

( )
( )1
lnSc

1
lnScI

1

11

1

11 TT

T −χ

νδ
=

−χ

δδ
=

β ∗

∗

∗ Ru
/uRR

Ru
/R

 .  (3.3.36) 

 
Аналогично из (3.3.35) записывается сопротивление теплоотдаче.  
В табл. 3.2 приведены результаты расчета сопротивлений массоотдаче 

в турбулентном пограничном слое при движении потока вдоль пластины. Из 
таблицы следует, что при Sс~1 сопротивления массоотдаче в вязком подслое 
и логарифмической области практически соизмеримы. Влиянием 
логарифмической области можно пренебречь при Sс>50, если n в функции 
(3.3.20) равен трем, и при Sc>100, если n=2 [46].  

Выражения для расчета коэффициентов массоотдачи с учетом 
сопротивлений переносу во всем пограничном слое (0≤ y ≤δ) запишутся в 
следующем виде: 

при n=2 из (3.3.28) и (3.3.36) 
 

( )
,

/lnSc

ScSc

Sc
Scarctg

1

1

1

1
1

11

T

T

T

−

∗
∗

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

νδ
+=β

b
Ru

R
b

Rb

u   (3.3.37) 

 
при n=3 из (3.3.31) и (3.3.36) 
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( )
( )

( )

( ) ,/lnSc
Z36

3Z
Z2arctg6

11ZZ
1Zln3Sc

1

12

2

1 T

T

−

∗∗

⎥
⎥
⎥
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⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

νδ+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
π+

−
+

+−
+

=β Rubu (3.3.38) 

 

где ( ) ( )
1
3

T1 1 1 1 1 1 11 / ; / ; Z Sc /Sc .b R R R u R b
−

∗= χ − = δ ν =  

 
Т а б л и ц а 3.2 

 
Результаты расчета сопротивлений массоотдаче при турбулентном 

движении потока вдоль плоской поверхности 
 

1−β  
по формулам 

Re 1
Т
−β  

по формуле 
(3.3.36) (3.3.28) (3.3.31) 

Число Sc=1 
2    105

5    105

      106

806,5 
433,1 
264,3 

615,5 
269,8 
144,6 

680,7 
298,4 
159,9 

Число Sc=5 
2    105

5    105

      106

806,5 
433,1 
264,3 

1484,7 
650,9 
348,8 

2226,6 
976,1 
523,1 

Число Sc=50 
2    105

5    105

      106

806,5 
433,1 
264,3 

4771,1 
2091,5 
1120,8 

10836,3 
4750,4 
2545,7 

Число Sc=100 
2    105

5    105

      106

806,5 
433,1 
264,3 

6753,2 
2960,5 
1586,5 

 

17284,2 
7577,1 
4060,5 
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 Аналогично записываются уравнения для расчета коэффициентов 
теплоотдачи: 

при n=2 
 

( )
,

/lnPr

PrPr

Pr
Prarctg

1

1

1

1
1

11

T

T

T

−

∗
∗
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b
Ru

R
b
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сu p   (3.3.39) 

 
при n=3 
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( )

( )
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⎢
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⎣
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νδ+

+
⎥
⎥
⎦
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⎢
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⎣

⎡
π+

−
+

+−
+

ρ=α

Ru

N

N
N

NN
N

cbu p (3.3.40) 

 

где ( ) ( )
1
3

T1 1 1 1 11 / ; Pr / Pr .b R R N R b
−

= χ − =  

 Как показано выше, уравнения (3.3.28) и (3.3.29) можно использовать 
для расчетов при Sc>50 и Pr>50, а уравнения (3.3.31) и (3.3.32) при Sc>100 и 
Pr>100, а при меньших значениях чисел Шмидта и Прандтля – выражения 
(3.3.37), (3.3.39) и (3.3.38), (3.3.40) соответственно. 
 С небольшой погрешностью выполнено упрощение полученных 
уравнений для приближенных расчетов коэффициентов массо- и 
теплоотдачи. 

Для характеристики процессов турбулентного переноса импульса, 
массы и тепла применяются турбулентные числа Шмидта и Прандтля. Если 
механизм турбулентного переноса одинаков для всех субстанций, то 
выполняется полная аналогия процессов и . В 

действительности же полной аналогии между процессами переноса 
различных субстанций не существует. Если для области пограничного слоя, 
где распределение осредненной скорости описывается логарифмическим 
законом, величина , то оценки чисел  в вязком подслое 

часто противоречивы [30, 47–49]. Это объясняется тем, что в этой области 

1PrSc TT ==

85,0PrТ ≈ TT PrиSc
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начинает играть роль молекулярный механизм переноса субстанции, и числа 
 являются сложной функцией чисел Sc и Pr среды и расстояния до 

поверхности.  
TT PrиSc

В прикладных расчетах обычно ограничиваются средними значениями 
 в пограничном слое. В области вязкого подслоя большинство 

экспериментальных данных [47, 48] дают среднее значение 
. 

TT PrиSc

0,80,6PrSc TT −≈≈

Характеристики пограничного слоя 1и Rχ , входящие в уравнения для 
определения коэффициентов массо- и теплоотдачи, для плоского 
пограничного слоя без гидродинамических возмущений равны 40,≈χ  и 

. В пограничном слое на межфазной поверхности двухфазной среды 
значение R

6111 ,R ≈

1 можно определить по формулам, приведенным в разделе 3.5, а 
значение χ  оценить, используя соотношение [3]   
  

218,01

1
1

=
χ

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ϕ

=
+

+ Ryd
d

Ry
,   (3.3.41) 

 
где  ;u/u y u y/ .+

∗ ∗ϕ = = ν
 Отсюда запишем 
 

( ) 1
1 2180 −=χ ,R .     (3.3.42) 

 
 Проведенные расчеты для пограничного слоя на поверхности раздела 
двухфазных сред [50–52] показывают, что значение R1=5–10. Тогда из 
соотношения (3.3.42) следует, что значение χ  в пограничном слое на 
поверхности раздела турбулентной двухфазной системы больше, чем в 
однофазной среде. Это дает возможность упростить уравнения для расчета 
коэффициентов массо- и теплоотдачи (3.3.28) и (3.3.29). 
 В этих уравнениях рассмотрим отношение величин 
 

,
Sc

1
Sc Т1T

11
2 R

Rbb −χ
==    (3.3.43) 

 
где значение  принимается в виде (3.3.42) χ
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.
Sc
218,01

Т1
2 R

/b =     (3.3.44) 

 
 Отсюда для пограничного слоя, расположенного на поверхности 
раздела двухфазной среды при 61 ≈R  и 8,06,0Sc T −≈ , получим 

, и уравнения (3.3.28), (3.3.29) с небольшой погрешностью 
можно записать в следующем виде [41, 50–52]: 

908502 ,,b −≈

 

,
ScarctgSc 11 RR

u∗=β     (3.3.45) 

 

.
PrarctgPr 11 RR

uсp ∗ρ
=α     (3.3.46) 

 
Следует отметить, что выражение (3.3.45) получено С.Г.Дьяконовым 

[41] и первоначально использовалось для моделирования массоотдачи в 
барботажном слое (глава 7), а затем и для других условий взаимодействия 
фаз (главы 5, 6). 

Аналогичным путем выполним преобразование уравнений (3.3.31), 
(3.3.32).  

Рассмотрим отношение  
 

T

1
3

1
3

1

1 .
Sc

Rb
R

⎛ ⎞χ −
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
При  получим 

T1 11,6; 0,4; Sc 0,6 0,8R ≈ χ ≈ ≈ − 950903 ,,b −≈ .  

Тогда можно записать [12, 39, 53, 54] 
 

( )
( )

( )

2

2
6 3 Z ,

Z 1 2 Z
3 ln 6arctg

Z Z 1 1 Z 3

u∗β =
+ −

+ + π
− +

  (3.3.47) 
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( )
( )

( )
,

3
2arctg6

11
1ln3

36
2

2

π+
−

+
+

+

ρ
=α ∗

N
N

-NN
N

Nuc p   (3.3.48) 

 

где ( ) ( )

11
33

1 1Z Sc ; Pr ; Sc / ; Pr /R N R D а
−−

= = = ν .= ν   
Таким образом, мы провели упрощение уравнений математической 

модели массо- и теплоотдачи в пределах погрешности экспериментальных 
исследований (10 – 20 %) в двухфазных средах. Это приводит к тому, что 
зависимости коэффициентов турбулентного обмена импульсом, массой и 
теплотой в вязком подслое можно приближенно описать одной функцией 
вида  

 
( ) .11ТTТ

ny/uаD δδ≈≈≈ν ∗     (3.3.49) 

 
Тогда выражения для коэффициентов массо- и теплоотдачи (3.3.37) – 

(3.3.40) запишутся в виде: 
при n=2  

 

( ) 1

1

11
11 1

/lnScarctgSc
−

∗
∗ ⎥
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⎤
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при n=3  
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При n=2  

 

( ) 1

1

11
11 1

/lnPrarctgPr
−

∗
∗ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−χ
νδ

+ρ=α
R

RuRRRuср ,  (3.3.52) 

 
при n=3  
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Применение вышеприведенных уравнений для вычисления 

коэффициентов массо - и теплоотдачи при различных условиях 
взаимодействия фаз в промышленных аппаратах дает удовлетворительное 
согласование с экспериментальными данными различных авторов (главы 4 – 
7). 

 
Перенос импульса 

 
 Для определения коэффициентов переноса импульса (импульсоотдачи) 
запишем сопротивление переносу в вязком подслое и турбулентной области 
пограничного слоя аналогично (3.2.17): 
 

( ) ( ),
1

1 T

1

T0
∫∫
δ

δ

δ

ν+ν
+

ν+ν
=

γ y
dy

y
dy    (3.3.54) 

 
где в вязком подслое используем степенную функцию (3.3.19) 
 

( ) ,/1
11

1
1

T
nyu

R
R

δδ
−χ

=ν ∗    (3.3.55) 

 
а в турбулентной области линейную (3.3.33) 
 

.1

1
1

TT R
Ryuyb −χ

==ν ∗     (3.3.56) 

 
 После интегрирования выражения (3.3.54) с функциями (3.3.55), 
(3.3.56) получим [46]: 

при n=2 
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при n=3 

 

( )
( )

( )

( )

1

12

2

1

1 /ln
36

3
2arctg6

11
1ln3

1

−

∗∗

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

νδ+
π+

−
+

+−
+

−χ
=γ Ru

B
B

B
BB
B

R
Ru ,  (3.3.58) 

 

где ( )
1
3

1 1 11 ; / ;B R R u
−

∗= χ − = δ ν δ1 – толщина вязкого подслоя; δ  – 
толщина турбулентного пограничного подслоя; .4,0=χ  
 Выражение (3.3.57) справедливо для систем с подвижной 
поверхностью раздела фаз (газ – жидкость, жидкость – жидкость) без 
наличия ПАВ, а выражение (3.3.58) – для турбулентного движения 
однофазного потока вдоль твердой поверхности, а так же в ряде случаев и 
для двухфазных систем. 
 Коэффициент переноса импульса можно получить, используя и другие 
функции  (уравнения (3.2.19), (3.2.24)).  ( )yTν

 
3.4. Моделирование массоотдачи при разделении  

многокомпонентных смесей 

  
Для определения коэффициентов массоотдачи в жидкой и газовой 

(паровой) фазах при многокомпонентном переносе запишем поток массы j -
 компонента через пограничный слой в форме [55]  

 

( ) ,
1

1
гр T j

n

j
ijiji СDDj ∇+−= ∑

−

=
    (3.4.1) 

где  – коэффициенты многокомпонентной диффузии;  – элементы 

квадратной матрицы турбулентной диффузии 

ijD ijDT

[ ]
TD .  
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Как показано в работах [55–59], коэффициент турбулентной диффузии 
можно записать как матрицу: 

 

[ ]T T .D D I=       (3.4.2) 

 
Известно также, что коэффициент  является функцией расстояния, а 

не состава. Тогда выражение (3.4.1) с учетом (3.4.2) получит вид: 
TD

 

,T

1

1
гр iijj

n

j
iji СDСDj ∇δ−∇−= ∑

−

=
   (3.4.3) 

 
где  – символ Кронекера, или в матричной форме ijδ

 

[ ]г р Tj D C I D C= − ∇ − ∇ .    (3.4.4) 

 
Матрица [D] допускает существование модальной матрицы [F], с 

помощью которой осуществляется переход к диагональной матрице [L] 
собственных значений матрицы [D] по формуле  

 

[ ] [ ] [ ] [ ] .1 LFDF =−      (3.4.5) 

 
Умножая (3.4.4) на модальную матрицу [F–1] слева, с учетом свойства 

(3.4.2), можно получить:  
 

[ ] [ ]1 1 1 1
г р TF j F D F F C F I D− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ∇ − ∇⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ C , 

 
или в преобразованной системе координат  
 

[ ] Tг рj L C I D
∨ ∨

= − ∇ − ∇C
∨

,    (3.4.6) 

 

где  [ ] [ ] ., 1
гр

1
гр СFСjFj −

∨
−

∨
==

Уравнение (3.4.6) для переноса i-го компонента через пограничный 
слой имеет вид 

 152



( ) .TTгр dy
CdDL

dy
CdD

dy
CdLj i

i
ii

ii

∨∨∨
∨

+−=−−=    (3.4.7) 

 
При Sc>>1 основное сопротивление массоотдаче сосредоточено в 

глубине вязкого подслоя, поэтому по аналогии с бинарными системами 
(3.3.9) для псевдобинарной смеси можно записать:  
  

.
Λ
1 1

T0
∫
δ

+
=

DL
dy

ii
     (3.4.8) 

 
При n=2 в функции (3.3.49) из выражения (3.4.8) получим 

диагональную матрицу коэффициентов массоотдачи [46, 60, 61].  
При положительном значении элементов матрицы  имеем  iL
 

.
ScScarctg

Λ
11 ii

i RR
u∗=     (3.4.9) 

 
При отрицательном значении элементов матрицы  получим iL
 

.
ScScarctg

Λ
11 ii

i RR
u∗−=     (3.4.10) 

 
 Если n=3, из выражений (3.4.8), (3.3.49) при положительном значении 
элементов матрицы  следует iL
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и при отрицательном значении  имеем iL
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где ( )
1
31Z Sci iR −= .  

В итоге для потока массы псевдобинарной смеси можно записать 
 

ρ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−=

∨∨∨
iiii ССj гргр Λ     (3.4.13) 

 
или в матричной форме  
 

[ ] .Λ гргр ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−ρ−=
∨∨
ССj  

 
Обратный переход к потокам  осуществляется следующим образом грj

 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ,Λ гр
1

гр ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−−=
∨∨

−
∨

ССFFFjF  

 
[ ] ( )ССj −βρ−= гржжгр ,                                   (3.4.14) 

 

где [ ] .  [ ] [ ] [ ]1Λ -FF=β

Необходимые преобразования выполняются на основе теоремы 
Сильвестра.  
  

3.5. Гидромеханические характеристики пограничного слоя  
в двухфазных средах 

  
Безразмерная толщина вязкого слоя 

  
Для расчета коэффициентов переноса импульса, массы и теплоты в 

двухфазных турбулентных системах по уравнениям, приведенным в 
предыдущих разделах, найдем значение безразмерной толщины вязкого 
подслоя  в пограничном слое на поверхности раздела [39, 50, 52].  1R

Выразим значение  в пограничном слое при наличии 
гидродинамических возмущений (в системах газ – жидкость, жидкость – 
жидкость) через известное число 

1R

6,11о1 ≈R  на пластине.  
Для этого запишем отношение  
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( )
,

1

о1

1

о1
δ

δ
=

∗

∗
u

u
R

R
     (3.5.1) 

 
где параметры с индексом «о» относятся к пограничному слою на пластине, а 
без индекса – к пограничному слою на межфазной поверхности двухфазной 
среды.  

Коэффициенты трения на пластине и в пограничном слое на границе 
раздела двухфазной системы соответственно равны  

 

,2
2
о

о
о

∞ρ

τ
=

U
C f    .

U
C f 2

2

∞ρ

τ
=     (3.5.2) 

 
Используя известное допущение о том, что поток импульса поперек 

вязкого подслоя величина постоянная, касательное напряжение в 
выражениях (3.5.2) представим в форме  

 

о1

1
о ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
δ

νρ=τ
u ,   .

u
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
δ

νρ=τ
1

1     (3.5.3) 

 
При одинаковой скорости движения однофазного потока на пластине и 

двухфазного потока в системах газ – жидкость или жидкость – жидкость – 
 и ∞∞ =UU о 1о1 uu = . Тогда из уравнений (3.5.1) – (3.5.3) получим формулу 

для определения значения  в пограничном слое на межфазной поверхности 
турбулентной среды:   

1R

 

,
2
о

о11
fС

u
URR
∗

∞=     (3.5.4) 

 
где на пластине параметр вязкого подслоя равен 6,11о1 ≈R , а коэффициент 
трения описывается уравнением (3.1.20).  

Процессы тепло- и массоотдачи в системе пар – жидкость 
сопровождаются изменением агрегатного состояния вещества. Конденсация 
пара и испарение жидкости с поверхности раздела фаз существенно влияют 
на интенсивность теплообмена и, следовательно, на параметры пограничного 
слоя, который формируется на межфазной поверхности. Установим влияние 
этих факторов на безразмерную толщину вязкого подслоя  в о1R
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турбулентном пограничном слое на проницаемой пластине, а затем по 
формуле (3.5.4) найдем значение  в системе пар – жидкость [60].  1R

На основе метода, приведенного в работе [62], получим выражение для 
определения  на полупроницаемой пластине.  о1R

Профиль скорости в турбулентном пограничном слое однофазного 
потока на пластине, как известно, описывается функцией вида (3.1.12) 

 

.ln1 Вyu
u
u

+
νχ

= ∗

∗
     (3.5.5) 

 
Запишем значение константы B при 1δ=y :  
 

.ln1
о1о1 RRВ

χ
−=     (3.5.6) 

 
С учетом скорости поперечного вдува  (скорости конденсации или 

испарения) коэффициент B имеет вид [63]  
fV

 
,5,63 ++= fVbВ      (3.5.7) 

 
где  – безразмерная скорость поперечного вдува ; b – 

константа.  

+
fV ∗

+ = /uVV ff

Из уравнений (3.5.6), (3.5.7) запишем дифференциал  
 

.15,63
о1

о1
о1 R

dRdRdVdB f χ
−== +    (3.5.8) 

 
Проинтегрируем выражение (3.5.8) от состояния невозмущенного 

однофазного потока на пластине ( )0=+
fV  до значения скорости потока +

fV  на 

полупроницаемой поверхности   
 

.15,63
о1

о1

~

о1

о1
о1

o
∫∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
χ

−=

+

+
R

R

V

f R
dRdRdV

f
   (3.5.9) 

 
Получим  
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.
~

ln1~5,63
о1

о1
о1о1 R

RRRV f χ
−−=+    (3.5.10) 

 
Отсюда найдем значение параметра о1

~R  с учетом скорости 
поперечного потока 

 

,5,63
~

ln1~
о1

о1
о1о1

++
χ

+= fV
R
RRR    (3.5.11) 

 
где о1о1 ,~ RR  – безразмерная толщина вязкого подслоя на пластине при 
наличии и отсутствии поперечного потока.  

Запишем отношение  
 

( )
.~~

~~
~

~

1

о1

1

о1
δ

δ
=

∗

∗

u
u

R
R     (3.5.12) 

 
Выполняя аналогичные преобразования (3.5.1) – (3.5.3), получим 

уравнение для определения параметра  в двухфазной системе пар - 
жидкость с учетом скорости поперечного потока, вызванного испарением 
или конденсацией [60]: 

1R

 

,
2

~
~~ о
о11

fС
u

URR
∗

∞=     (3.5.13) 

 
где коэффициент трения о

~
fС  с учетом возмущающего воздействия 

поперечного потока на пластине имеет вид [64]  
 

( )
( )

,
25,01
25,01~

2,0
1

2
1

оо
b
bСС ff

+

−
=     (3.5.14) 

 
где  – параметр проницаемости.  1b

Средняя скорость поперечного потока массы и параметр 
проницаемости в пограничном слое жидкой фазы в случае конденсации 
(испарения) равны  
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.
2

,
огрж

1ж
f

f СU
jbj/V

ρ
±=ρ±=    (3.5.15) 

 
Процессу испарения соответствует знак «+», а конденсации «–».  
В уравнениях (3.5.4) и (3.5.13) эквивалентными параметрами 

возмущенных и невозмущенных потоков являются средняя скорость ∞U  и 
характерный размер L, а влияние возмущений учитывается параметрически.  
  

Средняя скорость на поверхности раздела фаз 
  

Процессы тепло- и массообмена во многих промышленных аппаратах 
организуются при высоких скоростях движения фаз. Причем скорость газа 
(пара) в большинстве случаев больше скорости жидкой фазы на один-два 
порядка, и газовый поток существенно влияет на режим движения жидкости 
и параметры ее пограничного слоя. Например, если средняя скорость жидкой 
фазы в продольном направлении барботажного слоя на массообменной 
тарелке составляет всего несколько сантиметров в секунду, то скорость газа 
(пара) в струе достигает 10 – 30 м/с. Или другой пример, при движении 
дисперсно- кольцевого потока в канале в режиме сильного взаимодействия 
фаз скорость газа находится в пределах 15 – 50 м/с, а средняя скорость 
турбулентной пленки – 1,0 – 3 м/с. В этих случаях формирование 
пограничного слоя в жидкой фазе осуществляется главным образом под 
влиянием движения газа, и скоростью внешнего потока для пограничного 
слоя жидкости будет скорость на межфазной поверхности ( )грUU =∞ . 

Следовательно, при разработке математических моделей процессов переноса 
в пограничном слое двухфазных систем необходимо иметь надежные методы 
расчета скорости жидкости на поверхности раздела.  

Скорость межфазной поверхности ламинарной пленки. Используя 
уравнения, полученные в разделе 2.3 для ламинарной безволновой пленки 
жидкости, покажем пример определения средней скорости на ее свободной 
межфазной поверхности ( )0жг =τ − .  

На участке стабилизированного пленочного течения поток импульса 
запишем в виде (2.2.9)  
 

гржжжж UU γρ=γρ=τ ∞ .   (3.5.16) 
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Значение координаты Z, где происходит гидродинамическая 
стабилизация профиля скорости в пограничном слое ламинарной пленки, 
найдем из условия  по уравнению (2.3.2) 0гр δ=δ

 

.
U

Z
ж

гр
2
0

ст 12ν

δ
=      (3.5.17) 

 
Поток импульса (3.5.16) в данной точке имеет значение: 
 

( ) ,стгрж ZZZ U =γρ=τ     (3.5.18) 

 
локальный коэффициент переноса импульса Zγ  определим из уравнений 
(2.3.4), (2.3.5), используя гидродинамическую аналогию, в форме (2.2.5).  

Получим 
 

.
Z

U
,Z

жгр5580
ν

=γ     (3.5.19) 

 
Из уравнений (3.5.17) – (3.5.19) запишем значение граничной скорости 

[39]   
 

,
,

U
жж

о
гр 125580 νρ

τδ
=     (3.5.20) 

 
касательное напряжение  при движении пленки жидкости определим из 
условия баланса сил, действующих на элемент пленки, стекающей по 
плоской вертикальной поверхности,  

τ

 
,g oж δρ=τ      (3.5.21) 

 
а толщину пленки найдем по уравнению (1.3.11) 
  

3 жо 3 /gqν=δ .    (3.5.22) 
 

Средняя скорость жидкости в пленке равна  
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o
ср δ

=
qU ,     (3.5.23) 

 
где q – приведенный расход жидкости, м3/(м·с). 

В результате, отношение граничной (3.5.20) к средней скорости (3.5.23) 
даст  

.,
U

U
551

ср

гр
=      (3.5.24) 

 
Данное отношение подтверждается экспериментально [65, 66].  
В реальных условиях поверхность пленки жидкости остается гладкой 

только при малых плотностях орошения, а при 4020Reпл −≈  (для воды) 
более устойчивым становится волновое течение жидкости, а величина  

начинает отличаться от рассчитанной по формуле (3.5.24). Кроме того, 
скорость на межфазной поверхности в пределах длины волны существенно 
меняется как по величине, так и по направлению. На гребне волны  
принимает максимальное значение, равное (2 – 2,3) , а в нижней точке 

седловины волны имеет небольшое отрицательное значение [66, 67].  

грU

грU

срU

Для определения локальной скорости на межфазной поверхности 
волновой пленки на основе выражения (3.5.18) необходимо определить 
локальное значение коэффициента переноса импульса Zγ  и потока 
импульса Zτ . Коэффициент Zγ  связан с профилем скорости в волновой 
пленке и, следовательно, зависит от длины и амплитуды волны. Локальное 
касательное напряжение в седловинах волны, начиная с 60Reпл = , 
принимает отрицательное значение и имеет сложный характер распределения 
по длине волны [67]. Данные обстоятельства затрудняют получение 
аналитического решения для определения локального значения скорости  

на поверхности волновой пленки.  
грU

Средняя скорость жидкости на поверхности раздела турбулентной 
системы. Рассмотрим стационарный турбулентный пограничный слой на 
межфазной поверхности газ – жидкость (рис. 3.1) [69].   

В стационарном режиме скорости газа и жидкости на межфазной 
поверхности имеют одинаковое значение 

 
( )гргр UW =  [68].  

Поток импульса через межфазную поверхность представим в форме 
[69]:  

 
( ) ( ).жгржжгргггр UUUW −γρ=−γρ=τ ∞    (3.5.25) 
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Рис. 3.1. Распределение скорости в 
турбулентном пограничном слое системы газ – 
жидкость: а – барботажный слой; б – пленочное 
течение по вертикальной стенке (восходящее 
движение фаз) 

 
Сопротивление переносу импульса запишем в виде 
 

( ) ,1 г1

T0 гг
∫
δ

ν+ν
=

γ
dy    

( )
1ж

Tж 0 ж

1 ,dyδ
=

γ ν + ν
∫   (3.5.26) 

 
где коэффициенты турбулентного обмена ( )yТν  в вязком подслое примем в 

виде степенной функции (3.3.49).  
Найдем коэффициент переноса  при n=2. Из уравнений (3.5.26), 

(3.3.49) получим: 
γ

 

.
arctg 11 RR

u∗=γ     (3.5.27)  

 
При n=3 интегрирование выражений (3.5.26) с коэффициентом (3.3.49) 

дает   
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где 
1
3

1В R
−

= .  
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Локальное число Рейнольдса вязкого подслоя  в турбулентном 
пограничном слое двухфазной системы найдем на основе известного 
значения, на пластине , используя уравнение (3.5.4): 

1R

6,11О1 ≈R
 

,
2

6,11 Ог

г

г
г1

fС
u
WR
∗

=    ,
2

6,11 Ож

ж

гр
ж1

fС
u
U

R
∗

=   (3.5.29) 

 
где коэффициенты трения  на твердой поверхности вычисляются по 

известным выражениям для однофазных потоков.  
ОfС

В главах 6 и 7 рассмотрено применение уравнений (3.5.25), (3.5.27), 
(3.5.28) для определения средней скорости на межфазной поверхности при 
различных условиях взаимодействия фаз в турбулентных газожидкостных 
системах.  
 

3.6. Определение характеристик пограничного слоя  

на основе диссипируемой энергии 

  
Для расчета коэффициентов переноса (3.3.45) – (3.3.48), (3.3.50) – 

(3.3.53), (3.4.9) – (3.4.12) в тепло- и массообменных аппаратах различных 
конструкций необходимо определить среднее значение касательного 
напряжения τ  (или динамической скорости ρτ=∗ /u ).  

Если известен коэффициент трения  или сопротивления fС ξ  

обтекаемых поверхностей, то записывают  
 

,/СUu f 2∞∗ =    8,u U /∗ ∞= ξ  

 
где ∞U  – средняя скорость, м/с. 

Вторая формула справедлива, в основном, для каналов круглого 
сечения.  

В тех случаях, когда значения  или fС ξ  неизвестны (например, в 

аппаратах с вводом внешней энергии в контактирующие фазы), находит 
применение подход вычисления динамической скорости, с использованием 
средней диссипируемой энергии в единице объема среды [8–12, 46, 70–78].   

В общем случае для несжимаемой жидкости количество 
диссипирующейся энергии, т.е. количество механической энергии, 
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превращающейся в тепловую, отнесенное к единице времени и единице 
объема, определяется по выражению: 

 
2 22 2

22

2 2 2y yx z z

yx xz

v vv v v
x y z z y

vv vv
x z y x

⎧ ⎫∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪+ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎪ ⎪

ε = μ⎨ ⎬
⎪ ⎪

∂⎛ ⎞∂ ∂∂⎪ ⎪⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎪∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

+

. 

 
Применение данного выражения для прикладных расчетов сопряжено 

со значительными трудностями, поэтому скорость диссипации энергии ε  в 
жидкости, обусловленной вязкостью, при градиенте скорости  
записывают в виде [7]  

du/dy

  

,de du
dy dy

ε = = τ      (3.6.1.) 

 
где  – плотность потока энергии, ε uε = τ . 

Например, на основе уравнения (3.6.1) записывают [71–73] 
 

,
25,0

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ρ
νε

=∗ Кu      (3.6.2) 

 
где коэффициент пропорциональности К  находится экспериментально для 
каждого типа аппарата и установлен в интервале 9,26,1 −=К . Среднее 
значение рекомендуется 2,2≈К ; ε  ~ Вт/м3. 

Рассмотрим приближенные теоретические методы определения 
динамической скорости на основе зависимости (3.6.1) и сравним полученные 
результаты.  

Если значение производной du/dy в выражении (3.6.1) записать в виде 
(3.1.10), получим   

 
3

32 .u
y y

∗⎛ ⎞ ρρ τ
ε = =⎜ ⎟χ ρ χ⎝ ⎠

    (3.6.3) 
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Используем подход, применяемый в прикладной аэродинамике [79, 80], 
когда для определения некоторой эффективной длины, необходимой для 
вычисления среднего касательного напряжения на поверхности сложной 
геометрии, записываются условия равенства толщин потерь энергий 
градиентных и безградиентных пограничных слоев. На основе данного 
подхода найдем значение толщины пограничного слоя эδ . 

На основе соотношения (3.6.3) найдем среднее значение динамической 
скорости при  [11, 74]: эy δ=

 
1
3

*
эu

⎛ ⎞ε χδ
= ⎜ ρ⎝ ⎠

⎟ .     (3.6.4) 

 
В выражении (3.6.4) основными параметрами являются средняя 

объемная диссипация энергии ε  и эффективная толщина пограничного слоя 
. эδ

Среднюю диссипацию энергии в выражении (3.6.4) будем находить, 
используя перепад давления в каналах РΔ , полученный экспериментально.  

Толщину пограничного слоя найдем из потокового соотношения 
 

∞γρ=ρ=τ Uu Δ2
* ,    (3.6.5) 

 
где ∞UΔ  – средняя движущая сила переноса импульса: 
 

грΔ uUU ±= ∞∞ ,     (3.6.6) 

 
где  – скорость на оси потока, м/с;  – скорость на границе раздела, м/с. 
Для твердых поверхностей 

∞U грu
.0гр =u  

На основе (3.6.5) с учетом коэффициента переноса импульса (3.2.24) 
получим [75, 76] 
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=δ ∞ 3ln73,11Δ

5,2
1exp5,2

*
5

u
U

u*
э . (3.6.7) 

В итоге получена система уравнений (3.6.4), (3.6.7), которая решается 
итерационным методом половинчатого деления. Результатом решения 
являются средние значения динамической скорости и толщины 
турбулентного пограничного слоя. 
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Аналогичные выражения для эδ  можно получить из (3.6.5) с 
коэффициентом  (3.2.19) [74]: γ

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ν
+−=δ

∗

∞
uu

U
э

30ln5,276,13Δ
2,5
1exp

*
.   (3.6.8) 

 
Для проверки полученной системы уравнений выполнены сравнения 

результатов расчета динамической скорости и толщины пограничного слоя 
для трубы и пластины (рис. 3.2–3.4). 

На рис. 3.2 представлена графическая зависимость динамической 
скорости от числа Рейнольдса в трубе.  

 
 

Рис. 3.2. Зависимость динамической 
скорости от числа Рейнольдса в трубе. 
Рабочая среда – воздух; dэ=0,05 м; 1 – расчет 
по (3.6.9), 2 – расчет по (3.6.4), (3.6.7);  
3 – экспериментальные данные [3, 4] 

 
На рис. 3.3 представлена зависимость толщины пограничного слоя на 

пластине от продольной координаты х. 
 

Рис. 3.3. Зависимость 
толщины пограничного слоя на 
пластине от продольной 
координаты. Рабочая среда – 
воздух; ucp=7,5 м/с; 1 – расчет по 
уравнению (3.1.17); 2 – расчет по 
уравнению (3.6.7) 
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Динамическая скорость определялась решением системы уравнений 
(3.6.4), (3.6.7) – кривая 2 и известного уравнения (кривая 1) 

 

8*
ξ

= ∞Uu ,     (3.6.9) 

 
где коэффициент сопротивления определяется по формуле Блазиуса 
 

25,0Re
316,0

=ξ .     (3.6.10) 

 
Толщина пограничного слоя вычислялась по уравнению (3.6.7) и 

выражению (3.1.17). 
В уравнении (3.6.7) динамическая скорость определена по уравнению 
 

2*
xfСUu ∞= ,     (3.6.11) 

 
где локальный коэффициент трения на пластине  (3.1.20). 

xfС

 

 
 

Рис. 3.4. Зависимость толщины 
пограничного слоя на пластине от числа 
Рейнольдса. Рабочая среда – воздух; x=0,1 м;  
1 – расчет по уравнению (3.2.8); 2 – расчет по 
уравнению (3.6.7) 

 
На рис. 3.4 представлена зависимость толщины пограничного слоя на 

пластине от числа Рейнольдса.  
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В результате проверки [75] системы уравнений (3.6.4), (3.6.7) получены 
удовлетворительные согласования с известными выражениями. 

 
Определение динамической скорости по модели Ландау – Левича 

 
Получим значение динамической скорости на основе уравнения (3.6.1) 

и известного характера переноса импульса в турбулентном пограничном слое 
с использованием модели Ландау–Левича.  

В уравнении (3.6.1) значение производной найдем из выражения  
 

.
)(

,)(
Т

Т ν+νρ
τ

=ν+νρ=τ
dy
du

dy
du    (3.6.12) 

 
Получим  
 

( ).,
)( ТТ

Т

2
yν=ν

ν+νρ
τ

=ε     (3.6.13) 

 
Среднее значение диссипируемой энергии в пограничном слое 

толщиной  запишем в виде  δ
 

,
о

2

Т
∫
δ

ν+νδρ
τ

=ε
dy      (3.6.14) 

 
где подынтегральная функция определяет сопротивление переносу импульса 
(3.2.17) в турбулентном пограничном слое, и тогда уравнение (3.6.14) 
получит форму 
 

.
42

δγ
ρ

=
δργ
τ

=ε ∗u     (3.6.15) 

 
Отсюда найдем   
 

.
25,0

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ρ
δγε

=∗u     (3.6.16) 
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При вычислении динамической скорости в пограничном слое без 
гидродинамических возмущений (на пластине, в трубе и т.д.) в данном 
выражении коэффициент  можно принять в виде (3.2.19), а толщину 
пограничного слоя определить по известным выражениям (например, по 
(3.1.17)). Результаты расчета  в данном случае удовлетворительно ( 15 %) 
согласуются с опытными значениями.  

γ

∗u ±

Рассмотрим применение уравнения (3.6.14) для вычисления ∗u  в 
пограничном слое с различными гидродинамическими возмущениями 
(кривизна, шероховатость поверхности, движение мелких дисперсных частиц 
в условиях внешней турбулентности и т.д.). Для этого используем функцию 

 в виде (3.3.49).  ( )yТν

В данной функции значение 1δ  определим из выражения потока 
импульса 

 
∞Δργ=τ U ,     (3.6.17) 

 
где ∞ΔU  – средняя скорость относительного движения фаз, м/с.  

Коэффициент переноса импульса  найдем путем интегрирования 
(3.3.54) с (3.3.49).  

γ

При n=2 получим  
 

( ) 1
11 arctg −

∗=γ RRu .    (3.6.18) 
 

При n=3 имеем  
 

( ) 1
21

236 −
∗δ π++=γ ККuВ ,  (3.6.19) 

 
где  
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( )

( ) 12
3

1 2 1
1 2

3 ln ; 6arctg ; .
1 1 3

B В
К K В R

В В В

−δ δ
δ

δ δ δ

+ −
= =

− +
=  

 
Тогда из (3.6.17) найдем значение безразмерной толщины вязкого 

подслоя.  
При n=2  
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(
21

11 arctgΔ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

−
∗∞ RuUR ) .    (3.6.20) 

 
При n=3   
 

( )
1,5

1
1 1 2

6 3 UR К К
u

−∞

∗

⎡ ⎤Δ
= + + π⎢ ⎥
⎣ ⎦

.  (3.6.21) 

 
Следовательно, при известных значениях средней диссипируемой 

энергии  и среднем градиенте скорости ε ∞ΔU  параметры пограничного слоя 
с различными гидродинамическими возмущениями можно определить из 
уравнений (3.6.16), (3.6.18), (3.6.20) при n=2 и (3.6.16), (3.6.17), (3.6.21) при 
n=3.  

В условиях изотропной турбулентности диссипацию энергии 
записывают в виде [10, 81]   

 

Т

2
.l

l
ν⎛ ⎞ε = ρν ⎜ ⎟

⎝ ⎠
     (3.6.22) 

 
В выражении (3.6.22) коэффициент турбулентной вязкости представим 

в известной форме . Тогда получим llν=ν T

 

.
Т

43

ν
ν

ρ=
ν

ρ=ε ll
l

     (3.6.23) 

 
Следует отметить, что в работе [9] показан вывод соотношения (3.6.23), 

где не оговариваются условия локальной изотропности и однородности 
потока. На этом основании сделан вывод о том, что область применения 
закона "двух третей" Колмогорова распространяется на гораздо более 
широкий спектр течений, встречающихся в инженерной практике [8, 9, 12, 
46, 70, 71, 73].  

Среднее значение пульсационной скорости найдем при среднем 
значении коэффициента  (3.3.49) 

Тν
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( ) ( ).1
1 1

1
0

1
1

1

Т +
ν

=δδ
δ

=ν ∫
δ

∗ n
Ry/u n     (3.6.24) 

 
Из (3.6.23) и (3.6.24) имеем (при lu ν=∗ )  
 

( ) .
1

25,0
1 ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+ρ
νε

=∗ n
Ru    (3.6.25) 

 
Аналогичное уравнение следует также из соотношения [6]    
 

T

43
1,11,1

ν
ρ≈

ν
ρ≈ε ∗u

l
l .    (3.6.26) 

 
Отсюда с коэффициентом (3.6.24) имеем   
 

( ) .
11,1

25,0
1 ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+ρ
νε

=∗ n
Ru     (3.6.27) 

 
В результате на основе установленных зависимостей для 

турбулентного пограничного слоя имеем 
 

0,25
1 ,Ru В∗

ε ν⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

    (3.6.28) 

 
где значение коэффициента пропорциональности находится в пределах 

В=0,69 - 0,79 или ( ) 4
1

1 −+≈ nВ .  
Тогда среднее значение динамической скорости можно записать в виде 

(3.6.25) 
 

( ) .
1

25,0
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ρ
νε

=∗ n
Ru     (3.6.29) 

 
Применение вышеприведенных уравнений для определения 

характеристик пограничного слоя ∗u  и  показано в следующих главах при 
различных условиях движения одно- и двухфазных сред.  

1R
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Г Л А В А 4 
 

ТЕПЛО- И МАССООТДАЧА В КАНАЛАХ И НАСАДОЧНЫХ СЛОЯХ 
 

В данной главе, на основе подхода, рассмотренного в главах 2 и 3, 
показано применение различных моделей пограничного слоя для 
определения его основных параметров – динамической скорости, толщины и 
коэффициентов переноса импульса, массы и тепла. Представленные 
уравнения позволяют вычислять средние значения коэффициентов тепло- и 
массоотдачи в аппаратах различных конструкций, используя данные по 
гидравлическому сопротивлению рабочей зоны контактного устройства [1–
7].  
  

4.1. Расчет характеристик плоского пограничного слоя 
  

Теплоотдача от пластины 
 

Параметры турбулентного пограничного слоя на плоской гладкой 
пластине хорошо изучены и математически описаны [8 – 19]. Поэтому для 
проверки математических моделей (глава 2, 3) первоначально рассмотрим 
расчет основных характеристик пограничного слоя в данных условиях. 
 На основе уравнения (3.6.9) найдем среднее значение динамической 
скорости .  ∗u

Среднее значение диссипируемой энергии запишем в виде  
 

δ
ρ

=
τ

=ε ∞∗

δ

∞ Uu
V
UF 2

,    (4.1.1) 

 
где  – объем пограничного слоя, мFV δ=δ

3.  
Из уравнений (3.6.9), (4.1.1) получим  
 

∞∗ γ= Uu ,     (4.1.2) 
 

где коэффициент  вычислим на основе модели пограничного слоя Кармана 
по формуле (3.2.19), а среднюю толщину 

γ
δ  по выражению (3.1.17).  

Сравнение результатов расчета ∗u  по уравнению (4.1.2) с результатами, 
полученными по известному выражению 2/СUu f∞∗ = , показывает их 

согласование в пределах 5–7 %.  
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Рассмотрим применение уравнения (3.2.19) для вычисления 
коэффициента теплоотдачи при обтекании турбулентным потоком гладкой 
поверхности ( > ).  Re 5102 ⋅

Многочисленные экспериментальные данные [11–17] по теплоотдаче 
от гладкой твердой поверхности устанавливают связь  
  

Nu  ~ 43,0Pr  или α  ~ . 570,а
 

В этом случае на основании соотношения (2.2.5) запишем  
 

,Pr 57,0

рсρ
α

=γ      (4.1.3) 

 
и уравнение для определения коэффициента теплоотдачи получит вид 
 

( )0,57Pr 5 1 ln 6 0,5 ln ln30
рс u

/u
∗

∗

ρ
α =

+ + δ − ν⎡ ⎤⎣ ⎦
.  (4.1.4) 

 
При выводе данного выражения использовалась трехслойная модель 

турбулентного пограничного слоя (3.2.11) – (3.2.13), где принято, что в 
вязком подслое толщиной ∗ν=δ /u51  коэффициент 0Т =ν . Можно уточнить 

модель Кармана, если в вязком подслое использовать степенную функцию 
 [18]:  ( )yТν

 

( )Т
4

0,124 при 6.y y+ν ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥ν ⎣ ⎦

+ ≤    (4.1.5) 

 
После интегрирования (3.2.17) получено [7] 
 

 
( )13,73 2,5 ln ln30

u
/u

∗

∗
γ =

+ δ − ν
.   (4.1.6) 

 
Отсюда на основании соотношения (4.1.3) выражение для определения 

коэффициента теплоотдачи примет вид  
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( )0,57 .
Pr 13,73 2,5 ln ln30

рс u

/u
∗

∗

ρ
α =

+ δ − ν⎡ ⎤⎣ ⎦
   (4.1.7) 

 
Среднюю динамическую скорость в пограничном слое на пластине 

найдем на основе известных выражений для коэффициента трения (3.1.20) 
или диссипации энергии (4.1.1), (4.1.2)  

 

,

,2/

∞∗

∞∗

γ=

=

Uu

CUu f     (4.1.8) 

 
а среднюю толщину пограничного слоя – из уравнения (3.1.17) 
 

.
Re

205,0 2,0
L

L
=δ      (4.1.9) 

 
Результаты опытных данных по средней теплоотдаче пластины 

обобщаются зависимостью [12–17] 
 

.PrRe037,0Nu 43,08,0=f    (4.1.10) 

 
На основе использования гидродинамической аналогии в работах [14] 

для пластины рекомендуется уравнение 
 

T

2
31 2

/ 2
Pr 1 ,

St 2
f fC C

K K
⎛ ⎞
⎜= + −
⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
⎟

   (4.1.11) 

 
где К1=0,93; К2=12,5. 

В табл. 4.1 приведены результаты расчета числа Нуссельта Nu= λα /L  
по выражениям (4.1.4), (4.1.7), (4.1.10) и (4.1.11). На этом основании можно 
сделать вывод о том, что полученные уравнения (4.1.4) и (4.1.7) 
удовлетворительно согласуются с известными экспериментальными и 
теоретическими зависимостями. Кроме этого поправка модели Кармана с 
учетом турбулентного переноса в вязком подслое приводит лишь к 
незначительному изменению результатов расчета среднего коэффициента 
теплоотдачи в пограничном слое однофазного потока на гладкой пластине.  
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Т а б л и ц а 4.1 
 

Результаты расчета числа Нуссельта для случая теплоотдачи от гладкой 
пластины 

 
Число Прандтля, Pr 

1 10 100 
Число Рейнольдса, Re 

Ра
сч
ет

 п
о 

фо
рм

ул
е 

2·10–4 107 2·104 107 2·104 107

(4.1.4) 559,9 15285,7 1507,0 41142,1 4056,3 110735,5 
(4.1.7) 566,9 15405,2 1523,4 41463,7 4100,3 111601,1 

(4.1.10) 644,2 14729,9 1733,9 39646,2 4666,8 106709,1 
(4.1.11) 577,2 16505,3 1632,5 56570,5 3771,3 139655,1 

 
Пример расчета коэффициентов теплоотдачи при движении 

турбулентного потока вдоль плоской пластины 
 
 Пусть стационарный турбулентный (Re>105) однофазный поток 
обтекает плоскую гладкую пластину. Требуется определить коэффициент 
теплоотдачи от потока к стенке пластины. Для этого воспользуемся 
уравнениями (4.1.7), (4.1.10) и уравнением гидродинамической аналогии: 
 

2
32 Pr

f
p

C
с U∞α = ρ ,    (4.1.12) 

 
где ./Re;Re073,0;2/ 2,0 ν=== ∞

−
∞∗ LUCCUu LLff  

 
Пример расчета 

 
 Пластина длиной L=1,0 м нагревается водой, имеющей среднюю 
скорость  м/c и температуру 1=∞U ∞t =80 °С. 
 Физические свойства воды при t=80 °С: 

– плотность  ;кг/м,972 2=ρ

– коэффициент динамической вязкости 30,355 10 , Па с;−μ = ⋅ ⋅  

– коэффициент кинематической вязкости  /c;м,1065,3/ 27−⋅=ρμ=ν
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– удельная теплоемкость  4190, Дж/(кг ) ;pc К= ⋅

– коэффициент теплопроводности 267,5 10 , Вт/(м ) ;К−λ = ⋅ ⋅  

– коэффициент температуропроводности  7 2/ 1,66 10 , м /с.ра с −= λ ρ = ⋅

 Расчет параметров: 
– число Прандтля ;21,2//Pr =ν=λμ= ac p  
– число Рейнольдса ;2724796/Re =ν= ∞LUL  

– средняя толщина пограничного слоя =0,0103, м; 2,0Re/2,0 LL=δ

– коэффициент сопротивления пластины  ;00377,0Re/073,0 2,0 == LfС

– динамическая скорость в пограничном слое 
м/c;,0434,02/ == ∞∗ fCUu  

– коэффициент теплоотдачи, рассчитанный по уравнениям: (4.1.12) – 
4523,9, Вт/(м=α 2·К); (4.1.7) – =α 4486,8, Вт/(м2·К); (4.1.10) – 4941,5, 

Вт/(м
=α

2·К). 
Расхождение результатов расчета , соответственно, составляет 0,82 % 

и 9,2 %. 
α

 В данном расчете принято ( ) 1Pr/Prст ≈ , что имеет место при 
небольшом градиенте температуры. 
 

Теплоотдача турбулентного потока в трубе 
  

По уравнению (4.1.7) найдем коэффициент теплоотдачи при осевом 
турбулентном движении однофазного потока в трубе ( )410/Re ≥ν= ∞dU . 

Динамическую скорость ∗u  выразим через коэффициент 
сопротивления , используя известные выражения ξ

 

( ,64,1Relg82,1,8/ 2−
∞∗ −=ξξ=Uu )   (4.1.13) 

 
а толщину пограничного слоя на участке стабилизированного течения 
примем в виде R4,0≈δ  [10].   

Для сравнения результатов расчета (табл. 4.2) коэффициентов 
теплоотдачи используем следующие зависимости [13, 15, 16, 19] 
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0,8

2
0,1 3

0,023Pr ReNu ,

1 2,14 Re Pr 1−

=
⎛ ⎞
⎜ ⎟+ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (4.1.14) 

 
,PrRe021,0Nu 43,08,0=      (4.1.15) 

 

2
31

1,8 Pr ReNu ,

12,7 / 8 Pr 1K

ξ
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ ξ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (4.1.16) 

 
где  .Re/90011 +=K
 

Т а б л и ц а 4.2 
 

Результаты расчета числа Нуссельта для случая теплоотдачи в трубе 
 

Число Прандтля, Pr 
1 10 100 

Число Рейнольдса, Re 

Ра
сч
ет

 п
о 

фо
рм

ул
е 

104 106 104 106 104 106

(4.1.7) 31,91 1272,91 86,86 3426,08 231,09 9221,41 
(4.1.14) 36,45 1451,20 88,85 4906,83 197,01 12049,68 
(4.1.15) 33,28 1325,01 89,59 3566,31 241,11 9598,85 
(4.1.16) 35,94 1446,35 98,32 5244,08 224,90 13247,05 

 
 Из таблицы следует, что наилучшее согласование результатов расчета 

 по (4.1.7) имеется с формулой Михеева (4.1.15). α
 

Пример расчета коэффициентов теплоотдачи и теплопередачи  
в теплообменнике типа «труба в трубе» [20] 

 
 Теплообменник «труба в трубе» состоит из двух горизонтальных, 
расположенных один в другом, элементов. Диаметр наружной трубы 

 внутренний . Рабочая длина труб L–2,88 м. 
Направление движения теплоносителей прямоточное.  

мм,238н ×−d мм118в ×−d
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 Скорости жидкостей в теплообменнике определяют из уравнения 
расхода , где V – объемный расход, S – площадь поперечного 
сечения канала,  – средняя скорость жидкости. 

∞= SUV
∞U

 Для расчета коэффициентов теплоотдачи по уравнению (4.1.7) при 
турбулентном движении потока необходимо определить коэффициент трения 

 или коэффициент гидравлического сопротивления трубы . fС ξ

 Коэффициент гидравлического сопротивления вычисляется по 
уравнениям: 
 в переходной области (2200<Re<4000) 
 

,Re103,6 4−⋅≈ξ     (4.1.17) 
 

в области 4·103<Re<1·105

 

,
Re

316,0
25,0=ξ      (4.1.18) 

 
где  – число Рейнольдса для трубы;  – эквивалентный 
диаметр трубы, м. 

ν= ∞ /Re эdU эd

 В случае ламинарного движения теплоносителя коэффициент 
теплоотдачи вычисляем по известным уравнениям: 
 при значениях ( ) adULd ээ /Pe;20/Pe ∞=≥  – число Пекле, 

 
Nu 3,66.=      (4.1.19) 

 
Если ( )<20, Ldэ /Pe
 

.PrRe4,1Nu 33,0
4,0

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

L
dэ    (4.1.20) 

 
Для внутренней трубы в ;эd d ′′=  для наружной нвн ; ddddэ ′′−′′=  – 

внутренний диаметр наружной трубы, м; вd ′′  – внутренний диаметр 
внутренней трубы, м. 
 При длине труб L>>dн в качестве толщины пограничного слоя в 
уравнении (4.1.7) можно принять для внутренней трубы  а для 
наружной – 

в0,4 ,d ′′δ =
( )вн2,0δ dd −′′= . 
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 Рассчитанный коэффициент теплоотдачи сравним с полученным по 
эмпирическому уравнению: 
 

при <Re<10000, 2300
    Nu=0,08Re0,9Pr0,43(Pr/Prст)

0,25.  (4.1.21) 
 

Пример расчета 
 

3 3 o
н в вн вк

o o
нн нк

38 2 10 , м; 18 1 10 , м; 36, С; 34, С;

11, С; 14, С;

d d t t

t t

− −= × ⋅ = × ⋅ = =

= =

o
 

расход жидкости /см,1058 36
в

−⋅=V ; расход жидкости 

 ./см,1040 36
н

−⋅=V

Индексы: «в» – внутренняя труба; «н» – наружная труба. 
 

Расчет коэффициента теплоотдачи  во внутренней трубе 1α
 

Физические свойства воды при : o
ср 35, Сt =

– плотность  3994,8, кг/м ;ρ =

– коэффициент динамической вязкости 30,730 10 , Па с;−μ = ⋅ ⋅  

– коэффициент кинематической вязкости  /c;м,1065,3/ 27−⋅=ρμ=ν
– удельная теплоемкость 4180, Дж/(кг );pc К= ⋅  

– коэффициент теплопроводности 262,6 10 , Вт/(м );К−λ = ⋅ ⋅  

– коэффициент температуропроводности . 7 21,51 10 , м /са −= ⋅
 Расчет параметров: 

– скорость жидкости  м/c;,288,0)4//( 2
в =π=∞ dVU

– число Прандтля ;86,4Pr =  
– число Рейнольдса ;6,6289Re =  
– коэффициент сопротивления ;035,0ξ =  
– коэффициент трения ;0089,04/ξ ==fС  

– толщина пограничного слоя  м;,004,04,0 в ==δ d

– динамическая скорость м/c;,019,02/ == ∞∞ fCUu  

– коэффициент теплоотдачи, рассчитанный по уравнениям: (4.1.4) – 
1899,3, Вт/(м=1α

2·К); (4.1.21) – =1α 1620,3, Вт/(м2·К). 
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Расхождение результатов – 15 %. 
 

Расчет коэффициента теплоотдачи  в наружной трубе α
 

Физические свойства воды при : ср 12,5, Сt =

– плотность  31000, кг/м ;ρ =

– коэффициент динамической вязкости 31,217 10 , Па с;−μ = ⋅ ⋅  

– удельная теплоемкость 4190, Дж/(кг );pc К= ⋅  

– коэффициент теплопроводности 258,22 10 , Вт/(м );К−λ = ⋅ ⋅  

– коэффициент температуропроводности ./см,1039,1 27−⋅=а  

 Расчет параметров: 
– площадь поперечного сечения канала  
( ) ;м,1053,6

4
24

2
в

2
н −⋅=
−π

=
ddS  

– скорость жидкости  м/c;,06,0/ ==∞ SVU
– число Прандтля ;75,8Pr =  
– число Рейнольдса  ;2,805Re =
– коэффициент теплоотдачи, рассчитанный по уравнению: (4.1.20) – 

143,2, Вт/(м=2α
2·К); 

– термическое сопротивление стенки и загрязнений  
4 2

ст
1 0,01 1 3,56 10 , (м ) /Вт

5800 93 5800
r К−= + + = ⋅ ⋅∑ ; 

– коэффициент теплопередачи  
2

ст
1 2

1 392,1, Вт/(м )1 1К К
r

= =
+ +

α α
∑

⋅ . 

 В данном примере отношение (Pr/Prст)
0,25≈1 и физические свойства 

теплоносителя взяты при . срtt =∞

 
4.2. Теплоотдача в каналах при различных условиях движения потоков 

  
В данном разделе рассматривается применение уравнений (4.1.4) и 

(2.4.4) для вычисления коэффициентов теплоотдачи в каналах при различных 
условиях движения одно- и двухфазных сред (закрутка потока, 
шероховатость поверхности, движение газожидкостных смесей).  
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Однофазные среды 
  

При осевом или закрученном движении однофазного потока в трубе 
коэффициент теплоотдачи вычислим по уравнению (4.1.4), где 
динамическую скорость определим из условия баланса сил через 
коэффициент сопротивления или перепад давления [7] 

 

,
cos4

Δ
cos8

5,05,0
ср ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
θρ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

θ
ξ

=∗ Н
dРUu    (4.2.1) 

 
где  можно вычислить по известным выражениям, а ξ )arctg( лзd/Sπ=θ  – угол 
закрутки потока.  

Толщину турбулентного пограничного слоя в уравнении (4.1.7) найдем 
из равенства  

 

∞∗ Δργ=ρ=τ Uu 2 ,    (4.2.2) 
 

с учетом коэффициентов переноса импульса γ (3.2.19) получено  
 

.30ln5,276,13Δ
5,2

1exp ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ν+−=δ ∗

∗

∞ /u
u
U   (4.2.3) 

 
Найдем средний градиент скорости ∞ΔU  в цилиндрическом канале с 

ленточным завихрителем. На участке стабилизированного движения 
скорость среды на внешней границе пограничного слоя равна скорости на 
оси потока [8, 9]  
 

ср
max 3,75 .

cos
U

U u∗= +
θ

    (4.2.4) 

 
На участке гидродинамической стабилизации профиля жидкости (газа), 

длина которого составляет dl 15ст ≈ , скорость потока на оси изменяется от 
среднего значения  на входе до значения  (4.2.4). Учитывая, что 

толщина турбулентного пограничного слоя зависит от продольной 

координаты в степени ~

срU maxU

δ
4
5l , средний градиент скорости ∞ΔU  найдем из 

выражений [7]    
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4
ср 5

ст max
1, Δ ,
2 cos

U Нl Н U U
l∞

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎢ ⎥≥ = + ⎜ ⎟⎢ ⎥θ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

                                                                                                                (4.2.5) 
срст cт

ст max max, Δ ,
2 cos

Ul Н ll Н U U
Н Н∞
⎛ ⎞ −

≤ = + +⎜ ⎟θ⎝ ⎠
U  

 
где H – длина канала, м.  

Результаты расчета коэффициента теплоотдачи по уравнению (4.1.7) с 
параметром (4.2.3) показаны на рис. 4.1.   

В процессе теплообмена с изменением температуры жидкости поперек 
пограничного слоя меняются физические свойства среды, что влияет на 
величину коэффициента теплоотдачи. В большинстве практических случаев 
с достаточной точностью как в случае нагревания, так и при охлаждении 
используется поправочный множитель ( ) 25,0

стPrPr /∞ . В уравнении (4.1.7) 
влияние градиента температуры можно учесть путем расчета 
теплофизических свойств среды при средней температуре в пограничном 
слое. Например, для воды при  расчет  по 
средней температуре пограничного слоя дает увеличение его значения в 1,33, 
а эмпирическая поправка =1,37. 

С50иС20 cт ==∞ tt α

( ) 25,0
стPrPr /∞

 

 
 

Рис. 4.1. Зависимость 
комплекса 43,0Nu/Pr  от числа Re в 
канале с ленточным завихрителем:  
1 – расчет по уравнению (4.1.7);  
2 – экспериментальные данные [21];  
3 – для осевого потока 
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Следует отметить, что расчет по уравнениям (4.1.4) и (4.1.7) с  (4.2.3) 
показывает практически одинаковые результаты по сравнению с известной 
аналогией (2.2.4). Поэтому применение данных выражений для расчета 

δ

α  
при градиентном течении дает значительную погрешность. В этом случае для 
выполнения расчетов воспользуемся обобщением гидродинамической 
аналогии для потоков с продольным градиентом давления (раздел 2.4).  

Рассмотрим турбулентное движение потока в канале с элементами 
шероховатости различного вида. В интервале <Re<  коэффициент 
трения в гидравлически гладкой трубе равен . Тогда 

из (2.4.7) получим  

410 510
25,0Re079,04 -

f /С =ξ=

 

( ) ( )
4 1
76,33U / d∞ = τ ρ ν 7/ ,    (4.2.6) 

 
  
и на основе уравнения гидродинамической аналогии (2.4.3) имеем  
 

( ) ( )
23 1
37 70,158 Prрс / /d

−
α = ρ τ ρ ν ,    (4.2.7) 

 
где  найдем, используя известную связь 8  с коэффициентом 
сопротивления шероховатого канала 

τ ш
2
ср /U ξρ=τ

шξ .  
На рис. 4.2 показаны результаты расчета числа Стантона на основе 

(4.2.7) и экспериментальные данные [12], полученные для труб с песочной 
шероховатостью.  

 
 
Рис. 4.2. Результаты расчета и 

опытные данные по теплоотдаче в 
канале с шероховатыми стенками: 
1,3 – расчет по уравнению (4.2.7); 
2,4 – эксперимент [12]. 1,2 – 
k/R=0,08; 3,4 – k/R=0,02. Pr=0,71 
(k – высота выступов) 
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Рис. 4.3. Сравнительная 

характеристика по теплоотдаче в 
трубах с кольцевой насадкой с 
гладкими трубами: 1 – расчет по 
(4.2.7); 2 – опытные данные [21]; 

 410Re =
 

На рис. 4.3 дано сопоставление расчетных и опытных [21] значений Nu 
для труб с кольцевой накаткой. Следует отметить, что применение 
классической аналогии (2.2.4) для указанных случаев дает завышение по 
коэффициентам теплоотдачи в 1,5 – 3 раза, а уравнение (4.2.7) обеспечивает 
согласование с экспериментальными результатами в пределах – 5÷15 %.  

 
Газожидкостные смеси 

  
В промышленности для проведения тепло- и массообменных процессов 

находят применение газлифтовые контактные устройства [22–24].  
Рассмотрим уравнения, обобщающие гидродинамическую аналогию, 

для расчета коэффициентов теплоотдачи при движении газожидкостной 
смеси в трубе. 

Восходящее турбулентное движение газожидкостной смеси в трубе 
характеризуется наличием около теплообменной поверхности газовых 
пузырей, которые препятствуют развитию пограничного слоя жидкой фазы 
на стенке. Для этих условий выражение для расчета динамической скорости 
имеет вид [18, 22]  

 

( ) ( )
0,252 4

ж ж от 1 ,u / gu∗
⎡ ⎤= τ ρ + χ ν ϕ − ϕ⎢ ⎥⎣ ⎦

2   (4.2.8) 

 
где ϕ  – газосодержание;  – относительная скорость фаз; χ=1,9.   отu
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В данном выражении левое слагаемое определяется по уравнениям для 
гомогенной жидкости, а правое учитывает влияние газовых пузырей.  

Расчет  по формуле (4.2.7) с жα ж
2ρ=τ ∗u  (4.2.8) дает заниженное на 

20–30 % значение по сравнению с опытными данными [18, 22]. Это 
объясняется тем, что уравнение (4.2.7) получено на основе коэффициента 
трения стабилизированного потока, когда R≈δ . Но в данном случае из-за 
наличия газовых пузырей это условие не выполняется. Тогда следует 
рассмотреть процесс теплообмена вдоль поверхности с линейным размером l, 
по порядку величины равным среднему размеру пузыря ( пdl ≈ ). 
Коэффициент трения плоской поверхности длиной l при турбулентном 
движении среды определяется по формуле (3.1.20). Из (2.4.3), (2.4.7) с  

(3.1.20) получим  
fС

 

( ) ( )
24 1
39 9ж ж ж ж ж0,159 Prрс / /l

−
α = ρ τ ρ ν .  (4.2.9) 

 
Учитывая, что в данное уравнение характерный размер l входит в 

малой степени, можно принять l=d, где d – диаметр трубы.  
Результаты расчета  по (4.2.9) с жα τ  (4.2.8) представлены на рис. 4.4.  
 

 
 

Рис. 4.4 Зависимость коэффициентов 
теплоотдачи от скорости жидкости при 
восходящем движении газожидкостной смеси в 
трубе; 1–3 – расчет по уравнению (4.2.9);  
4–6 – эксперимент [22]. 1,4 – скорость газа 1 м/с;  
2,5 – 0,2 м/с; 3,6 – 0,025 м/с. Система воздух–вода 
(Pr=4,75). Диаметр трубы 0,025 м 
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4.3. Теплоотдача поперечно-обтекаемых пучков труб 
  

Если процесс теплоотдачи при движении теплоносителя вдоль плоской 
стенки или в круглой трубе довольно хорошо изучен и математически 
описан, то коэффициенты теплоотдачи при поперечном обтекании пучков 
труб вычисляются, как правило, по критериальным уравнениям [12, 13, 16, 
25].  

Первоначально рассмотрим поперечное обтекание одиночного 
цилиндра потоком реальной жидкости. Процессы обтекания и теплообмена 
цилиндра довольно сложны и в значительной мере зависят от чисел Re, Pr, 
степени турбулентности потока и других факторов. На лобовой поверхности 
цилиндра образуется ламинарный пограничный слой, толщина которого 
меняется по периметру обтекания. При малых числах Re цилиндр обтекается 
плавно, без отрыва. С ростом Re ламинарный пограничный слой отрывается 
от поверхности в миделевой части цилиндра и за цилиндром образуется 
вихревой след. Полное сопротивление поперечно-обтекаемых тел 
определяется действием сил трения и давления. При малых числах Re 
равнодействующая сил давления незначительна и сопротивление 
определяется в основном силами трения.  

Для расчета коэффициента трения при поперечном обтекании круглого 
цилиндра используется формула [12] 

 
410Re30 ≤≤ ,  .Re4 5,0-

fС =

 
Отсюда среднее касательное напряжение приближенно равно  
 

./СU f 22
∞ρ=τ  

 
При ламинарном обтекании цилиндра коэффициент теплоотдачи 

найдем на основе обобщения гидродинамической аналогии на потоки с 
продольным градиентом давления (раздел 2.4). Для трубы из выражения 
(2.4.4), при 2d/l π=  и n=3, запишем  

 
1 2
3 320,62 Pr .рс d

−⎛ ⎞τν
α = ρ ⎜ ⎟πρ⎝ ⎠

    (4.3.1) 
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Расчет по (4.3.1) для одиночной трубы показывает, что значение α  
больше экспериментального почти на 30 %. Отсюда следует ограничение на 
использование обобщения гидродинамической аналогии на градиентные 
потоки (см. выводы в конце главы).  

Рассмотрим процесс теплоотдачи при обтекании пучков труб. 
Обтекание трубы в пучке отличается от обтекания одиночной трубы, 

поскольку на него оказывают воздействие рядом расположенные трубы. 
Между соседними трубами в отдельном поперечно-обтекаемом ряду 
образуются сужения, что является дополнительным фактором изменения 
градиента давления. Если для одиночной трубы распределение 
коэффициента давления Р  по поверхности находится в пределах от 1,0 до – 
(3,0…4,0), то для пучка труб этот интервал находится в пределах от 1,0 до –
 (0,5...1,5) [8, 12]. Следовательно, обтекание пучка труб глубинного ряда 
характеризуется меньшим градиентом давления по сравнению с одиночной 
трубой. 

Коэффициент теплоотдачи при ламинарном обтекании пучков труб 
( )3102Re ⋅≤  глубинного ряда найдем по формуле (4.3.1), где  определим из 
условия 

τ
dНdРН τπ≈Δ , получим πΔ≈τ /Р .  

На рис. 4.5, 4.6 показаны результаты расчета теплоотдачи от 
шахматных и коридорных пучков труб по уравнению (4.3.1) и сопоставления 
с экспериментом [25] при ламинарном обтекании, где для РΔ  использованы 
данные из работы [12].  

 

 
 

Рис. 4.5. Средняя теплоотдача симметричных 
шахматных пучков труб глубинных рядов: 1 – расчет по 
уравнению (4.3.1); 2 – опытные данные [25] 
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Рис. 4.6. Средняя теплоотдача симметричных 
коридорных пучков труб глубинных рядов: 1 – расчет 
по уравнению (4.3.1); 2 – опытные данные [25] 

 
Рассмотрим турбулентный режим обтекания пучков труб глубинного 

ряда в теплообменном аппарате ( )3102Re ⋅≥ν= d/Um .  
Пучки труб, аналогично турбулизирующей решетке, возбуждают 

сильно развитую турбулентность в пограничном слое трубы и лишь на 
небольшой части лобовой ее поверхности течение в пограничном слое 
остается ламинарным. Однако и в этом случае ламинарный участок 
пограничного слоя возмущен проникающими турбулентными пульсациями 
из внешнего потока. Кроме этого возмущающими факторами, влияющими на 
гидродинамическую структуру пограничного слоя на поверхности трубы, 
могут быть: неравномерность потока, градиент давления, кривизна и 
шероховатость поверхности, акустические волны и т.д. В этом случае для  
определения коэффициентов теплоотдачи используем модель 
диффузионного пограничного слоя с заданным законом затухания 
турбулентных пульсаций в вязком подслое (раздел 3.3), а параметры 
модели – динамическую скорость и безразмерную толщину вязкого подслоя 
– будем находить с учетом указанных выше факторов по уравнениям (3.6.21), 
(3.6.29).  

Многочисленные экспериментальные данные по средней теплоотдаче 
трубы в пучке дают зависимость [12–17] Nu~ 36,0Pr  или ~ , что 
соответствует закону изменения 

α 640,а
( )yаТ  в вязком подслое (3.3.49) с 

показателем степени, близким n=3, и коэффициент теплоотдачи можно 
вычислить по формуле (3.3.48).  
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Среднюю диссипацию энергии в объеме пучка V представим через 
перепад давления РΔ  или число Эйлера Eu [2, 18]   

 

,EuΔ 3

V
Us

V
UsР mmmm ρ

==ε     (4.3.2) 

 
где mU  – средняя скорость в узком сечении пучка, м/с; 

(2
1 2 1( 4); mV )Н S S d / s H S d= − π = −  (рис. 4.7); Н – длина труб, м. 

В расчетах также используют относительные шаги пучка a1 dS /1= , b .  dS /2=
Средний градиент скорости ∞ΔU  в уравнении (3.6.21) определяется 

разностью скорости среды на внешней и внутренней границе пограничного 
слоя. Учитывая, что на стенке трубы выполняется условие прилипания 
жидкости (при y=0, u=0), движущая сила ∞ΔU  будет определяться средней 
скоростью на внешней границе пограничного слоя ( )ϕ∞U  при .  δ=y

 

 
 

Рис. 4.7. Шахматные и коридорные пучки труб 
 

( ) .dUU ϕϕ
π

=Δ ∫
π

∞∞
2

0

2     (4.3.3) 

 
Представленные экспериментальные данные [12] распределения 

скорости жидкости на различных расстояниях от поверхности трубы 
шахматных и коридорных пучков, показывают, что  существенно 
отличаются от распределения скорости при обтекании одиночной трубы. В 
шахматном пучке движение жидкости примерно соответствует течению по 

( )ϕ∞U
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изогнутому каналу, когда поочередно происходит сужение и расширение 
потока. В коридорных пучках характер движения среды близок к течению в 
прямолинейном канале. Как в том, так и в другом случае при течении 
теплоносителя в глубинных рядах скорость потока на оси канала будет 
больше средней скорости в данном сечении. Известно [8, 9], что скорость 
среды на оси потока можно вычислить по уравнению  

 
.75,3max ∗+= uUU m     (4.3.4) 

 
Используем формулу (4.3.4) для приближенного расчета скорости на 

оси потока при стабилизированном движении жидкости в глубинных рядах 
пучков труб.  

При поперечном обтекании трубы в пучке скорость жидкости ( )ϕ∞U  
при ( ) изменяется от нулевого значения на оси трубы  до 

максимального 

δ=y ( )0=ϕ

( )0
max 90=ϕU , а затем уменьшается до 

.  ( ) 180при0 =ϕ≈ϕ∞U

Приближенное значение средней движущей силы примем как среднее 
арифметическое  

 
.5,0Δ maxUU ≈∞      (4.3.5) 

 
Графическое интегрирование экспериментальных кривых [12, 26, 27] 

распределения скорости жидкости на расстоянии 3,6 – 18,75 мм от 
поверхности труб для коридорного и шахматного пучков показывает, что 
выражение (4.3.5) справедливо с погрешностью ± 20 %.  

Параметр пограничного слоя  и динамическую скорость  найдем 
из решения уравнений (3.6.29), (3.6.21) со значением диссипации энергии 

1R ∗u
ε  

(4.3.2) и средней движущей силой ∞ΔU  (4.3.5). При известных значениях  
и  средний коэффициент теплоотдачи 

1R
∗u α  вычисляется из уравнения 

(3.3.48).  
Результаты расчета коэффициентов теплоотдачи при турбулентном 

обтекании шахматных и коридорных гладких и шероховатых пучков труб 
глубинного ряда показаны на рис. 4.8 – 4.10, где влияние высоты элемента 
шероховатости k на  учитывается величиной перепада давления. Для 
определения перепада давления использованы экспериментальные данные и 
эмпирические зависимости [12, 21].      

α
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Рис. 4.8. Средняя теплоотдача 
симметричных шахматных пучков 
труб глубинных рядов: 1 – расчет по 
уравнению (3.3.48); 2 – опытные 
данные [25] 

 
Рис. 4.9. Средняя теплоотдача 

симметричных коридорных пучков 
труб глубинных рядов: 1 – расчет по 
уравнению (3.3.48); 2 – опытные данные 
[25] 

 
 
Рис. 4.10. Средняя теплоотдача 

шероховатых шахматных пучков 
труб: 1,25x0,936 при d=0,03 м, 
k/d=4 . 1 – расчет по (3.3.48);  210−×

2 – опытные данные [12] 

 
 
 

Согласование расчетных [2] значений α  с известными результатами 
[12, 21, 25, 27] находится в пределах ± 15÷20 % в интервале чисел Re: 
уравнение (4.3.1) ; уравнение (3.3.48) 3102Re10 ⋅≤≤ 3 52 10 Re 2 10⋅ ≤ ≤ × . 

 
Расчет коэффициентов теплоотдачи в кожухотрубчатом 

теплообменнике [20] 
 

 Среди многообразия компоновок теплообменных поверхностей из 
пучков труб основными являются коридорные и шахматные. Характерными 
геометрическими параметрами являются: dSа /11 =  – относительный 
поперечный шаг:  – относительный продольный шаг (рис. 4.7). dSb /2=
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 Для расчета коэффициентов теплоотдачи в межтрубном пространстве 
можно использовать обобщенное уравнение (4.8.2) 
 

( )
2

0,25 32 / Prpb c
−

α = ρ εν ρ ,    (4.3.6) 

 
где  – шахматных пучков труб; m=0,08 – для 

коридорных;  – скорость в узком сечении пучка. 

66,0;Re/37,02 == mb m

mm UdU ;/Re ν=

 Уравнение (4.3.6) получено в результате обобщения результатов 
расчета по вышеприведенной математической модели [2] (см. раздел 4.8). 
 Диссипация энергии рассчитывается через перепад давления PΔ  
(4.3.2) 
 

Δ m mPS U
V

ε = ,     (4.3.7) 

 
где ; ( ) ( )4/;1 1

2
1 π−=−= baHdVHadSm ./;/ 211 dSbdSa ==  

 Перепад давления, обусловленный сопротивлением трения и формы 
трубы, определяется по выражению [12] 
 

( ) 0,5 2
ΔΔ / mP φ= η η ξ χ χ ρ / 2,U z  Па,   (4.3.8) 

 
где  – коэффициент, учитывающий угол атаки  пучка труб  и 
определяемый по рис. 4.11;  – коэффициент, учитывающий шероховатость 
(рассматриваются абсолютно гладкие трубы =1);  – формпараметр, 
зависящий от а

φη φ Δη

Δη
Δη χ

1 и b; отношение ( )χ/ξ  определяется по номограммам [12] 
(рис. 4.12, 4.13), множитель  – по вспомогательному графику, не 
приведенному в данной работе, в зависимости от комплекса 

χ
( ) ( 1/11 )−− bа . 

В предлагаемом примере а1=b=2, следовательно, ( ) ( )1/11 −− bа =1; =1 и z=1. χ

 

 
 

Рис. 4.11. Поправочный 
коэффициент  для шахматных (1) 

и коридорных (2) пучков труб 
φη
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Рис. 4.12. Номограмма для определения коэффициента 
сопротивления коридорных пучков труб 

 

 
 

Рис. 4.13. Номограмма для определения коэффициента 
сопротивления шахматных пучков труб 

 
 Рассчетный коэффициент теплоотдачи (4.3.6) сравним с полученным 
по эмпирическому уравнению [12]: 
 при Re>1000 для коридорных пучков: 
 

( ) ,PrPr/PrRe22,0Nu 25,0
ст

36,065,0
φε=    (4.3.9) 

 
 для шахматных пучков: 
 

( ) ,PrPr/PrRe4,0Nu 25,0
ст

36,06,0
φε=    (4.3.10) 

 
где  – коэффициент, учитывающий угол атаки. φε
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 Совершенство теплообменных аппаратов можно охарактеризовать 
отношением теплового потока Q через данную поверхность теплообмена к 
мощности N, затраченной на прокачку теплоносителя 
 

,/ NQE =       (4.3.11) 
 

где N рассчитывается по формуле ( ρ== /ΔΔ PGUPSN mm ). По 
максимальному значению параметра Е выбирают предпочтительное 
расположение пучков труб. 

 
Пример расчета 

 
 Рассчитать теплообменный аппарат для охлаждения G1=6кг/с 
диэтилового эфира от t1н=+25 °С до t1к=–10 °С рассолом – раствором 
хлористого кальция, поступающим из холодильной камеры. Рассол 
нагревается от t2н=–15 °С до t2к=–12 °С, направлен в трубное пространство, 
эфир – в межтрубное. 
 Выбрать такую компоновку пучков труб, которая обеспечит 
наибольшее значение показателя Е (4.3.11). 
 Индекс «1» для диэтилового эфира, «2» – для рассола. 
 

Определение расхода теплоты и расхода рассола 
 

– средняя температура рассола t2=0,5(–15+(–12))=–13,5 °С; 
– температурная схема: 

 

5Δ37Δ

1512

1025

мб ==

−⇐−

−⇒+

tt

; 

 

– средняя разность температур ( ) 16
/ΔΔln
ΔΔΔ

мб

мб
ср =

−
=

tt
ttt  °С; 

– средняя температура диэтилового эфира  
5,2165,13Δ ср21 =+−=+= ttt  °С. 
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Физические свойства теплоносителей при средних температурах 
 

– удельные теплоемкости: эфира – ср1=2140 Дж/(кг·К); рассола – 
ср2=2900 Дж/(кг·К); 

– плотности: эфира –  рассола –  ;кг/м733ρ 3
1 =

2
31220 кг/м ;ρ =

– динамическая вязкость: эфира – 3
1 0,28 10 Па с;−μ = ⋅ ⋅  рассола – 

 3
2 7,165 10 Па с;−μ = ⋅ ⋅

– коэффициенты теплопроводности: эфира – 1 0,136 Вт/(м К);λ = ⋅  
рассола –  2 0,473 Вт/(м К).λ = ⋅
 Расчет параметров: 

– с учетом потерь холода в размере 5 % расход теплоты 
( ) ( )( ) Вт;47187010252140605,105,1 к1н111 =−−⋅⋅=−= ttcGQ p  

– расход рассола ( ) кг/с;2,54
н2к22

2 =
−

=
ttc

QG
p

 

– объемные расходы эфира и рассола  

 

с;/м1019,8/ 33
111

−⋅=ρ=GV

./см1045,4/ 32
222

−⋅=ρ=GV
 Для обеспечения интенсивного теплообмена необходим турбулентный 
режим движения теплоносителей. В теплообменных трубах d=25×2 мм 
холодильников по ГОСТ 15120-79 скорость течения рассола при Re>10000 
должна быть более 
 

м/с;8,2
1220021,0

10165,710000Re 3

22

22
2 =

⋅
⋅⋅

=
ρ
μ

=′
−

d
w  

 
проходное сечение трубного пространства при этом должно быть не менее 
 

.м1059,1 22

2
2

2
−⋅=

′
=′

w
VS  

 
 Выбираем одноходовой кожухотрубчатый теплообменник диаметром 
D=273 мм с трубами 25×2 мм, проходное сечение трубного пространства 
S2=0,013 м2; межтрубного S1=0,011 м2 [28]. 
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Определение коэффициента теплоотдачи для эфира 
 

– скорость эфира в межтрубном пространстве 

м/с;74,0
101,1
1019,8

2

3

1

1
1 =

⋅

⋅
==

−

−

S
Vw  

– число Рейнольдса ;3,48701
00028,0

733025,074,0Re 11
1

1 =
⋅⋅

=
μ

ρ
=

dw
 

– число Прандтля Pr1=4,4; 
– перепад давления и коэффициенты теплоотдачи, рассчитанные по 

уравнениям (4.3.8), (4.3.6) и (4.3.9) при коридорном расположении пучков 
труб с а×b=2,0×2,0 и углом атаки 25φ =  °, соответственно равны 

  Па;0,14Δ =P ),Вт/(м9,1534 2
1 К=α ).Вт/(м7,1363 2

1 К=α

 Расхождение результатов 11 %. 
– перепад давления и коэффициенты теплоотдачи, рассчитанные по 

уравнениям (4.3.8), (4.3.6) и (4.3.10) при шахматном расположении пучков 
труб с а1×b=2,0×2,0 и углом атаки 25φ =  °, равны 

 Па;4,13Δ =P 2
1 1765,7 Вт/(м ),Кα = ⋅ 2

1 1363,7 Вт/(м ).Кα = ⋅  
 Расхождение результатов 22 %. 
 

Определение коэффициента теплоотдачи для рассола 
 

– скорость рассола м/с;42,3
2
2

2 ==
S
Vw  

– число Рейнольдса ;1,12223
10168,7

1220021,042,3Re 32

222
2 =

⋅

⋅⋅
=

μ
ρ

=
−

dw  

– число Прандтля Pr2=43,49; 
– коэффициенты теплоотдачи, рассчитанные по уравнениям (4.1.7) 

 (4.1.15) 2
2 4260,1 Вт/(м ),Кα = ⋅ 2

2 4457,7 Вт/(м )Кα = ⋅ .  
 Расхождение результатов 5 %. 
 В табл. 4.3 приведены результаты расчета гидравлических и 
теплообменных характеристик шахматного и коридорного расположения 
пучков труб.  
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Т а б л и ц а 4.3 
 

Результаты расчета гидравлических и теплообменных характеристик 
шахматного и коридорного расположения пучков труб 

 
шаг пучка 
а1×b 

 

PΔ  
по ур. (4.3.8) 

N Kt
по ур. (1.1.4) 

E 
по ур. (4.3.11) 

коридорные пучки 
2,0×2,0 14,0 0,66 784,9 718788,3 

шахматные пучки 
2,0×2,0 13,4 0,63 841,0 751450,0 

 
 Расчетную площадь поверхности теплопередачи находим из уравнения 
  

2м),Δ/( tKQF t= . 
 
 В случае коридорного пучка труб с учетом 10 % запаса Fк=41,33, м2; 
при шахматном расположении – Fш=38,57, м2. 
 Окончательный выбор лучшего из рассмотренных теплообменников 
должен быть сделан на основе технико-экономического анализа. 
 

4.4. Массо- и теплоотдача в насадочных и зернистых слоях 
 

Рассмотрим ламинарное ( )40Re гсвг ≤νε= /dW эk  стабилизированное 
движение однофазного потока в неупорядоченных насадочных слоях. В этом 
случае для определения коэффициентов переноса воспользуемся уравнением 
(2.4.4), где среднее значение τ  приближенно найдем из условия баланса сил:  

 
,44Δ 2

к
2
ксв F/DНа/DР v τ=πτ≈πε  

 
где Н – высота слоя насадки; свε  – свободный объем, м3/м3; Dк – диаметр 
колонны, м2; F – площадь поверхности насадки, м2. 

Тогда уравнения (2.4.4), при n=3, получат вид  
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1 2
3св 3Δ ε

β 0,62 Sc
ρν

Р ν
а НL

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
,    (4.4.1) 

 
1 2
3св 3Δ ε

0,62ρ Pr
ρр

ν

Р ν
α c

а НL

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
,   (4.4.2) 

 
где для насадки  – эквивалентный диаметр, м. νε=π= аddL /4;2/ свээ

На рис. 4.14 даны результаты расчета массоотдачи (безразмерного 
комплекса) в колонне с зернистым слоем, где для вычисления РΔ  
использовались выражения, приведенные в работах [21, 29].  

 

 
 

Рис. 4.14. Массоотдача в 
зернистом слое при ламинарном 
течении: 1 – расчет по уравнению 
(4.4.1); 2 – эксперимент [29] 
(возгонка нафталина) 

 
 При движении газа в слое насадочных элементов турбулизация 
развивается значительно раньше, чем при течении жидкости по трубам. 
Границе ламинарного движения соответствует [30] 40Reг ≈ .  

Рассмотрим процессы массо- и теплоотдачи при турбулентном 
движении газа. 

При исследовании массоотдачи в газовой фазе в сухой насадке обычно 
применяется нафталин (рис. 4.14), из которого изготавливаются насадочные 
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элементы [29 – 32]. В этом случае поверхность массообмена равна 
геометрической поверхности. Процесс теплоотдачи изучался в колонне, 
засыпанной металлическими цилиндрами и капроновыми 
параллелепипедами [33]. Результаты экспериментальных исследований 
обработаны на основе  теории подобия и предложены критериальные 
выражения [32, 33].  

Используя модель диффузионного пограничного слоя и обобщение 
гидродинамической аналогии (главы 2, 3), определим коэффициенты массо- 
и теплоотдачи в сухой насадке.  

Из критериальных выражений [23, 30, 34] следует связь ~гβ
2
3гD  и 

~гα
2
3гa , тогда показатель степени в функции (3.3.49) равен n=3 и уравнения 

для определения  и  имеют вид (3.3.47), (3.3.48) соответственно.  гβ гα
Одна из основных трудностей в вычислении коэффициентов  и  

по данным выражениям заключается в расчете значений динамической 
скорости  и безразмерной толщины вязкого подслоя . 
Гидродинамические закономерности турбулентного движения газа в слоях 
насыпной насадки имеют сложный характер из-за наличия сужения и 
расширения потока, градиента давления, отрыва пограничного слоя и ряда 
других факторов. Поэтому определить динамическую скорость (или 
касательное напряжение) в турбулентном пограничном слое на насадочных 
элементах, используя соотношение баланса сил, затруднительно. В этом 
случае определение динамической скорости проведем по величине 
диссипируемой энергии (раздел 3.6), что дает хорошие результаты как для 
пограничного слоя без возмущений (на пластине, в трубе), так и при 
обтекании пучков труб в теплообменных аппаратах.  

гβ гα

г∗u г1R

При n=3 выражение (3.6.29) получит вид 
 

25,0

г

гг1г
г 4 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=∗ ρ

νRεu ,    (4.4.3) 

 
где среднее значение параметра  найдем по формуле (3.6.21), а средняя 
диссипируемая энергия стабилизированного потока в свободном объеме 
насадочной колонны равна: 

г1R

Н
WP

НS
WSР

св
кг

к
2
св

ксвкг
ε
Δ

ε
εΔε == ,    (4.4.4) 

где  – перепад давления газа в колонне с насадкой [29, 30].  гΔР
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В слое насадочных элементов скорость газового потока непостоянна 
из-за сужения и расширения проходного сечения каналов. Она изменяется от 
значения средней скорости в свободном сечении колонны до максимального 
значения в самом узком проходном сечении насадки. Учитывая, что на 
поверхности сухих насадочных элементов скорость газа равна нулю, средняя 
движущая сила переноса импульса ∞ΔU  в выражении (3.6.21) будет 
определяться средней скоростью на внешней границе пограничного слоя (на 
оси потока)  
 

,sin2Δ
2

0
ϕϕ= ∫

π

∞∞ dU
π

U    (4.4.5) 

 
где при  а при к0 ,U W∞ϕ = ≈ max90 WU ≈=ϕ ∞ .  

Максимальная скорость газа по оси канала определяется уравнением, 
аналогичным (4.3.4). В результате получим: 

 

,75,32Δ г
min
к

к ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

φ
+

π
= ∗∞ uWWU     (4.4.6) 

 
где относительное минимальное проходное сечение для насадочных слоев по 
справочным данным равно [21] .052,056,0εсвmin −⋅≈φ  

Таким образом, значения параметров г∗u  и  для определения 
коэффициентов массо- и теплоотдачи вычисляются из решения системы 
уравнений (4.4.3), (3.6.21).  

г1R

В табл. 4.5 и на рис. 4.15 представлены результаты расчета числа 
Шервуда  по уравнению (3.3.47) и сравнение с 
эмпирическими данными.  

ггг /βSh Ddэ=

Полученные значения  согласуются с опытными данными в 
пределах  % в интервале: уравнения (4.4.1), (4.4.2) 1<Re<40; 
уравнения (3.3.47), (3.3.48) 40<Re<10

гSh
1510 ÷±

4. Аналогичные результаты 
установлены и для случая  теплоотдачи от воздуха в сухих насадочных и 
зернистых слоях (рис. 4.16). 

Коэффициенты тепло- и массоотдачи при турбулентном движении 
также можно определить на основе подхода, рассмотренного в разделе 2.6. 
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Т а б л и ц а 4.5 
 
Результаты расчета массоотдачи в сухой насадке (Н=1 м, Sc=1) с 

кольцами Рашига 
 

 
Reг

 
Па,10Δ 2

г
−⋅Р  

 
г∗u , м/с 

 
R1г

Shг по 
уравнению 

(3.3.47) 

Shг по 
уравнению

[30] 
Кольца 10×10×1 мм 

250 0,1992 0,279 16,21 17,10 15,14 
500 0,6936 0,471 18,74 25,87 23,84 
103 2,4154 0,794 21,84 39,00 37,54 

2,5·103 12,568 1,592 27,07 66,80 68,43 

5·103 43,766 2,69 32,09 100,09 107,75 

104 152,405 4,58 38,30 149,61 169,66 
Кольца 25×25×3 мм 

250 0,0158 0,120 16,30 17,06 15,14 
500 0,0551 0,200 18,85 25,80 23,84 
103 0,1920 0,342 21,98 38,98 37,54 

2,5·103 0,9991 0,685 27,25 66,59 68,43 

5·103 3,4792 1,162 32,32 99,74 107,75 

104 12,115 1,974 38,57 149,10 169,66 
 

 
 

Рис. 4.15. Корреляция данных по массоотдаче в 
газовой фазе насадочных колонн: 1 – расчет по 
уравнению (3.3.47); 2 – эксперимент [32] 
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Рис. 4.16. Теплоотдача в слоях 
насадочных элементов: 1 – расчет по 
уравнению (3.3.48); 2 – опытные данные [33] 

 
Из выражений (2.4.3), (2.4.7) и (3.1.20) получим 
 

( ) ( )
24 1
39 90,159 / / Pr ,рс L

−
α = ρ τ ρ ν    (4.4.7) 

 

( ) ( )
24 1
39 90,159 / / Sc ,L

−
β = τ ρ ν    (4.4.8) 

 
где νε=π= аddL ээ /4,2/ св . 
 Результаты расчета даны на рис. 4.17. 
 

 

 
 
 

Рис. 4.17. Массоотдача в зернистом слое:  
1 – расчет по уравнению (4.4.8); 2 – эксперимент [29] 
(возгонка нафталина) 
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Обобщение результатов моделирования тепло- и массоотдачи в 
насадочных и зернистых слоях в виде простых расчетных выражений 
сделано в разделе 4.7 (уравнения (4.7.3), (4.7.4)) 

 
4.5. Коэффициенты тепло- и массоотдачи в градирнях 

 
Градирни используются в различных отраслях промышленности для 

охлаждения оборотной воды предприятий. В данном разделе рассмотрены 
основные закономерности тепло- и массообменных процессов в 
вентиляторных градирнях. Представлены результаты экспериментальных 
исследований и расчета коэффициентов тепло- и массоотдачи [35–40]. 

В градирнях происходит противоточное движение воды и воздуха. 
В верхней части вода диспергируется при помощи специальных сопел и 
далее в виде капель взаимодействует с восходящим воздушным потоком. В 
нижней части градирни размещаются специальные контактные устройства 
для создания большей поверхности контакта фаз. При испарительном 
охлаждении воды основное сопротивление тепло- и массоотдаче 
сосредоточено в газовой фазе. Тогда скорость процессов переноса будет 
зависеть от характеристик пограничного слоя, который образуется на 
межфазной поверхности (капель и пленок жидкости) со стороны воздушного 
потока. 

Коэффициенты тепло- и массоотдачи можно вычислить по уравнениям, 
полученным для капель и пленок жидкости. Однако из-за неизвестного 
значения площади межфазной поверхности в градирне находят применение 
различные эмпирические методы расчета. 

Уравнение для расчета потока тепла, передаваемого от жидкости в 
воздух (парогазовую смесь) при испарительном охлаждении воды в 
градирне, для элемента df имеет известный вид:    

 

ж
//)( dLIdfTТdQ nGfL ⋅+−α= ,   (4.5.1) 

 
где Lж − гидравлическая нагрузка градирни (количество охлаждаемой воды), 
м3/ч; − энтальпия водяного пара, ккал/кг⋅сух. возд.; − коэффициент 
теплоотдачи, ккал/м

//
nI α

2·час °С; TLf, TG – температура воды и воздуха. 
Количество испарившейся жидкости 
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dfххdM х )( // −β= ,    (4.5.2) 
 

где х// − влагосодержание насыщенного воздуха, кг/кг; х − влагосодержание 
воздуха, кг/кг; xβ − коэффициент массоотдачи, отнесенный к разности 
влагосодержаний, кг/м2·час (кг/кг). 

Принимая во внимание соотношение аналогии Льюиса: гр
x

сα
≈

β
, 

где срг − теплоемкость влажного воздуха, отнесенная к 1 кг содержащегося в 
нем сухого воздуха, ккал/град·кг. 

Переписывая равенство (4.5.1) с учетом (4.5.2), получают [41, 42]: 
 

// // // //
вл[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]L f G n x x L f G ndQ Т T I x x df с Т T I x x d= α − + β − = β − + − f

L f

.(4.5.3) 

 
Подставив сюда:  и , где свл в вnс с с x= + //

n nI r с T≈ + n –

теплоемкость водяного пара, ккал/кг °С; св – теплоемкость сухого воздуха, 
ккал/кг °С; r − теплота парообразования, ккал/кг. Тогда, учитывая, что:  

 
// //

в ( )n L f n L fI с T r с T x= + + ,  в ( )G n GI с T r с T x= + + . 

 
После простых преобразований записывают [41, 42]:  
 

dfIIdQ nx )( // −β= .    (4.5.4) 
 

В интегральной форме 
 

FIdfIIQ xn
F

x ⋅⋅β=−β= ∫ ср
//

0
Δ)( ,   (4.5.5) 

 
где  − средняя движущая сила процесса испарительного охлаждения, 

ккал/кг. 
срIΔ

При экспериментальном определении коэффициента массоотдачи 
используется уравнение (4.5.5), записанное в виде [41, 42]: 
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cpI
QFx Δ

=β .    (4.5.6) 

 
 Экспериментальные данные по массоотдаче при испарительном 
охлаждении воды в градирнях обобщаются в виде эмпирической 
зависимости для объемного коэффициента [41]: 
 

( )mn
V Аx λ⋅=β Г , 

см
кг
3 ,    (4.5.7) 

 
где А, m, n − константы, зависящие от типа насадки; Г − плотность орошения, 

м3/(м2·ч); 
жL

G
=λ . 

Коэффициенты теплоотдачи и массоотдачи в газовой фазе связаны 
соотношением Льюиса 

 
0,5

г
г

г

Sc
Pr

x

V
р

V
с

⎛ ⎞α
= ⎜ ⎟β ⎝ ⎠

,    (4.5.8) 

 
где срг − теплоемкость воздуха; Scг − число Шмидта; Рrг − число Прандтля, 

Vα  − объемный коэффициент теплоотдачи, Вт/м3·К. 

Для воздуха 1
Pr
Sc 5,0

г

г ≈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ . 

 
Результаты экспериментальных исследований 

 
Выполнено экспериментальное исследование процесса испарительного 

охлаждения воды на макете характерной области градирни. Опыты 
проводились с сетчатыми блоками насадки и распылителями ситчатого и 
трубчатого типа [35–40].  

Исследовался процесс охлаждения воды в полом аппарате и 
выполнены эксперименты с различным числом контактных элементов (10 и 
18 штук). Также исследовалось влияние условий диспергирования жидкой 
фазы. Известно, что применение ПАВ позволяет повысить эффективность 
процесса испарительного охлаждения за счет увеличения контакта фаз. 
Результаты исследования влияния ПАВ (синтетическое моющее средство) на 
процесс охлаждения воды приведены в табл. 4.5. 
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0,4 м 

0,03 м 
0,05 м 

Рис. 4.18. Полиэтиленовая сетчатая насадка градирни 

Основные характеристики сетчатой насадки: 
удельная поверхность av=140 м2/м3

удельный свободный объем ε св=0,895 м3/м3

эквивалентный диаметр насадки  dэкв=0,026 м   
 
Все эксперименты проводились при фиксированных плотностях 

орошения и скоростях воздуха, т. е. в стационарных режимах. Режимные 
характеристики выбирались близкими к работе промышленных градирен. 

Максимальная погрешность эксперимента ±15 %, средняя погрешность 
±7–8 %. 

Низкая эффективность процесса охлаждения воды в аппарате без 
насадки объясняется небольшой поверхностью контакта фаз и малым 
временем контакта сред. В качестве распределителя жидкости использовался 
распылитель ситчатого типа. 

В полом аппарате разбрызгивающими соплами под давлением 0,25–0,3 
МПа можно раздробить воду на капли диаметром 0,75 мм и менее 
(оптимальный диаметр капель для градирен − 2–3 мм). Поверхность контакта 
при этом может быть одинаковой или даже больше, чем в градирне с 
насадкой, но энергетические затраты на охлаждение воды будут значительно 
больше. 

В качестве распределителя жидкости также использовался распылитель 
ситчатого типа. Число контактных элементов было выбрано 10 и 18. 
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На рис. 4.19 показаны зависимости объемного коэффициента 
массоотдачи от скорости воздуха при различном количестве насадочных 
элементов. Кривая 3 получена при установке 18 насадочных элементов. 
Дальнейшее увеличение насадочных элементов приводит к их деформации, и 
значение  снижается. 

xVβ

 

 
 

Рис. 4.19. Влияние количества насадочных элементов на 
массоотдачу с ситчатым распределителем жидкости при плотности 
орошения – 4,93 м3/(м2⋅час): 1 − в полом аппарате; 2 − 10 насадочных 
элементов; 3 − 18 насадочных элементов 

 
Здесь в качестве распределителя жидкости использовался распылитель 

трубчатого типа. Число контактных элементов – 18 (плотная упаковка по 
поперечному сечению). 

Экспериментальное исследование показало, что ситчатый распылитель 
обеспечивает более равномерное распределение воды по поверхности 
насадки по сравнению с трубчатым.  

Результаты исследований даны на рис. 4.20. 
На основе экспериментальных данных построены зависимости 

коэффициента массоотдачи по жидкой фазе от скорости воздуха (рис. 4.21) 
при различном расположении насадки.  

Как видно из графика (рис. 4.21), с увеличением скорости газа 
возрастает коэффициент массоотдачи. Это связано с изменением 
гидродинамических условий и увеличением степени турбулентности 
газового потока в слое насадки. 
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Рис. 4.20. Влияние скорости воздуха на 
коэффициент массоотдачи в градирне при плотности 
орошения − 4,93 м3/(м2⋅ час): 1 − ситчатый 
распылитель; 2 − трубчатый распылитель [36] 

 

 
 

Рис. 4.21. Зависимость коэффициента массоотдачи от скорости 
воздуха:  – при расходе жидкости, равным 7,6 м3/(м2·час);  – при 
расходе жидкости 4,01 м3/(м2·час); 1 – вертикальное расположение 
элементов насадки; 2 – горизонтальное расположение элементов насадки 
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Коэффициент массоотдачи несколько возрастает (на 7÷16 %) при 
расположении элементов насадки горизонтально. 

Это можно объяснить большей турбулизацией воздуха и увеличением 
поверхности контакта фаз за счет более интенсивного дробления капель 
жидкости и снижения проскока капель. При увеличении скорости воздуха в 
1,5 раза коэффициент массоотдачи увеличивается в 1,32 раза при 
максимальном расходе жидкости и в 1,01 раза – при минимальном расходе 
жидкости. 

 
Т а б л и ц а 4.5 

 

Результаты экспериментального исследования процесса испарительного 
охлаждения воды на лабораторной модели при наличии ПАВ 

(синтетическое моющее средство) 

 

Номер опыта 1 2 3 
Количество ПАВ, мг/л 1 2 3 
Скорость воздуха, м/с 1,07 1,07 1,07 
Плотность орошения, м3/м2⋅ час 4,93 4,93 4,93 
Температура воздуха на входе 15,9 14,6 16,7 
Температура воздуха на выходе 23,3 23,3 23,3 
Температура воды на входе 43,1 43,1 43,1 
Температура воды на выходе 36,1 35,1 32,9 
Тепловой КПД по жидкости, % 22 28 34 
Коэффициент теплоотдачи Vα , Вт/ м3⋅К 1202,4 1402,8 1903,8 

Коэффициент массоотдачи , кг/мVxβ 3·с 1,2 1,4 1,9 

 
В качестве распределителя жидкости использовался распылитель 

ситчатого типа. Число контактных элементов − 18 (табл. 4.5). 
Результаты исследования тепломассопереноса показывают, что 

введение ПАВ увеличивает интенсивность дробления капель в зоне 
распылителя и смачиваемость контактных элементов, это приводит к 
увеличению коэффициентов тепломассоотдачи и КПД процесса. С 
увеличением концентрации ПАВ в воде с 1 до 3 мг/л тепловой КПД 
увеличивается на 12 %. При дальнейшем увеличении концентрации (ПАВ 4 
мг/л; 5 мг/л) значительного повышения КПД не происходит.  
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Концентрация насыщения ПАВ (СМС) в воде при температуре 30 °С 
составляет 3 мг/л. 

На основе обработки опытных данных получены эмпирические 
выражения для расчета объемного коэффициента массоотдачи при 
использовании сетчатого распылителя. Для макета характерной области с 
ситчатой насадкой (18 насадочных элементов – плотное расположение) 
получены следующие выражения (без ПАВ): 

при горизонтальном расположении насадочных элементов 
 

79,004,1Г04,1 λ⋅=βVx ,    (4.5.9) 
 
при вертикальном расположении насадочных элементов 
 

79,002,1Г93,0 λ⋅=βVx ,    (4.5.10) 
 

где Г – плотность орошения, м3/(м2с); 
жL

G
=λ . 

 
4.6. Пример расчета градирни [43] 

 
Исходные данные: Градирня СК-40 с сетчатой насадкой из 

полиэтилена; высота градирни 20 м; диаметр градирни Dгр=20 м; объемный 
расход воды =2500 мжV 3/ч; объемный расход воздуха =275000 мгV

3/ч; 
скорость воздуха =1,5 м/с, температура воды на входе в градирню 

=33 °С, требуемая температура охлажденной воды =25 °С; температура 
воздуха на входе =18 °С; температура мокрого термометра на входе в 
градирню =14,4 °С; температура воздуха на выходе из градирни 

=24 °С; температура на выходе по показаниям мокрого термометра 
=21 °С. 

гW

нТ кТ

нt

мнt

кt

мкt

Определить высоту насадочной части – Ннас, м.  

Решение.  

1. Материальный баланс градирни: 
 

н н кG L G Lк+ = + . 
 

Массовый расход воздуха на входе в градирню: 
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6791213600275000влгн ,,/VG =⋅=ρ⋅=  кг/с. 
 

Массовый расход воды на входе в градирню: 
 

44694100036002500жжн ,/VL =⋅=ρ⋅=  кг/с. 
 

Определим влажность воздуха − по психрометрической таблице: 
при tм=14,4 °С, tн=18 °С, (t–tм)н =3,6 °С получим ϕн=65 %; 
при tм=21 °С, tк=24 °С, (t–tм)к=3 °С получим ϕк=77 %. 
Находим влагосодержание воздуха на входе в градирню хн: 
 

н
н

н

0,65 2065 кг пара0,622 0,622 0,0081
П 101300 0,65 2065 кг сух. возд.

s

s

P
х

P
ϕ ⋅

= = =
− ϕ − ⋅

, 

 
где РS − давление насыщенного водяного пара 2065 Па; П − атмосферное 
давление (П=101300 Па). 

Массовый расход сухого воздуха в градирне: 
 

н
сух .

н

91,67 90,93
1 1 0,0081

GG
х

= = =
+ +

 кг/с. 

 
Влагосодержание воздуха на выходе из градирни без учета скорости 

воздуха хк (при ϕк=77 % и tк=24 °С =22,38⋅133,4=2985,49 Па);  кsР
 

к
0,77 2985,49 кг пара0,622 0,0143

101300 0,77 2985,49 кг сух . возд.
х ⋅

= ⋅ =
− ⋅

. 

 
Относительная влажность воздуха на выходе из установки с поправкой 

на скорость воздуха рассчитывается по формуле 
 

76,0
49,2985

)2124(101300000695,091,2487П)(

к

мк

к
п

к =
−⋅⋅−

=
−−

==ϕ
s

sm

s P
ttAР

P
Р , 

 
где коэффициент:  

0006950)
51
75665(000010 ,
,
,,А =+⋅= , Psm=18,65⋅133,4=2487,91 − давление 

насыщенного водяного пара при температуре мокрого термометра tм=21 °С. 
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Влагосодержание воздуха на выходе из установки с учетом скорости 
воздуха 

к
0,76 2985,49 кг пара0,622 0,013

101300 0,76 2985,49 кг сух. возд.
х ⋅

= ⋅ =
− ⋅

. 

 
Количество испарившейся воды 
 

сух . к н( ) 90,93 (0,013 0,0081) 0, 446M G x x= − = ⋅ − =  кг/с. 

 
Массовый  расход воды на выходе из градирни 
 

95693446044694нк ,,,МLL =−=−=  кг/с. 
 

Расход воздуха на выходе из установки из уравнения материального баланса 

 

129295693446946791кннк ,,,,LLGG =−+=−+= кг/с. 
 

2. Тепловой баланс с учетом потерь в окружающую среду 
 

сух . н н н сух . к к к потерG I L Н G I L H Q+ = + + ь . 

 
Рассчитаем энтальпию воздуха на входе и на выходе из градирни: 
 

св п 0( )I с с x t R x= + + , 
 

где I − энтальпия воздуха, Дж/кг; ссв − средняя удельная теплоемкость сухого 
воздуха (при постоянном давлении), Дж/(кг⋅К); сп − удельная теплоемкость 
водяного пара, Дж/(кг⋅К); х − влагосодержание воздуха, кг пара/кг сухого 
воздуха; t − температура воздуха по сухому термометру °С; R0 − удельная 
теплота парообразования воды Дж/кг. 

По справочным данным находим энтальпию воздуха Iн на входе в 
градирню. 

При tн=18 °С, хн=0,0081 кг пара/кг сух. возд., R0=2448200 Дж/кг; 
находим ссв=1007,2 Дж/(кг⋅К); средняя удельная теплоемкость водяного пара 
сп=1970 Дж/(кг⋅К); 
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н
Дж(1007,2 1970 0,0081)18 2448200 0,0081 38247,25

кг сух.возд.
I = + ⋅ + ⋅ = . 

 
Находим энтальпию на выходе из градирни Iк при tк=24 °С, 

хк=0,022 кг пара/кг сух. возд., R0=2436900 Дж/кг; ссв=1007,4 Дж/(кг⋅К); 
средняя удельная теплоемкость водяного пара сп=1970 Дж/(кг⋅К); 

 

к
Дж(1007,4 1970 0,013)24 2436900 0,013 56471,94

кг сух.возд.
I = + ⋅ + ⋅ = . 

 
Энтальпия воды на входе в установку Нн: 

при Тн=33 °С, сржн=4174 Дж/(кг⋅К) 
 

33 4174 137742н нН Т ср= = ⋅ = Дж
кг

. 

 
Энтальпия воды на выходе из установки: 

при Тк=25 °С, сржк=4178 Дж/кг⋅К 
 

к к 25 4178 104450рН Т с= = ⋅ = Дж
кг

. 

 
Потери теплоты в окружающую среду через стенки аппарата 
 

потерь ст ст ст н( ) 9,47 1256(21 18) 35682,96Q F t t= α ⋅ − = ⋅ − = Вт. 

 
В инженерных расчетах коэффициент теплоотдачи воздуха αст 

определяют по известной эмпирической зависимости: 
 

ст ст н9,3 0,058 ( ) 9,3 0,058(21 18) 9,47t tα = + ⋅ − = + − = 2
Вт
м К

. 

 
Поверхность стенки аппарата 

 
2

ст гр ап 3,14 20 20 1256 мF D H= π = ⋅ ⋅ = . 
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Средняя температура стенки: н к
ст

18 24 21 С
2 2

t tt + +
= = = . 

 
1999913137713774244,69425,3824793,90нннсух ,НLIG ==⋅+⋅=+  МВт; 

 
сух к к к потерь 90,93 56471,94 693,95 104450 35682,96

77653753,96 77, 6 МВт .

G I L Н Q+ + = ⋅ + ⋅ +

= =

=

 
Разница тепловых потоков, входящих и выходящих из установки, 

составляет 21,5 МВт. 

3. Рассчитаем объемный коэффициент массоотдачи по эмпирической 
формуле (4.5.10): 

 

см
кг15,013,093,096,793,0Г 3

79,002,179,002,1
г ⋅

=⋅⋅=λ⋅⋅=βV , 

 

130
44694

6791

н

н ,
,

,
L
G

===λ . 

 
Плотность орошения: 
 

ж

г р

2500Г 7,96
314

V
S

= = =  м3/(м2ч), 

 
где . 2

гр гр / 2S D= π

Определим количество теплоты, переданной от воды к воздуху: 
 
сух . к сух . н 90,93 56471,94 90,93 38247,25 1657171,06 Вт .Q C I G I= − = ⋅ − ⋅ =

 
4. Движущая сила процесса испарительного охлаждения воды в 

градирне определяется по формуле: 
 

 220



м

б
мбср

ln
I
I

III

Δ
Δ
Δ−Δ

=Δ . 

 
Находим влагосодержание хгрн на границе раздела фаз в сечении входа 

воздуха в аппарат при температуре нLТ : 
 

s..

s..
. Р

P
,х

грнгр

грнгр
нгр П

6220
⋅ϕ−

⋅ϕ
⋅= = 

 

= 0320
1850331101300

18503316220 ,
,

,, =
⋅−

⋅
⋅  

.возд.сухкг
паракг

, 

 
при ϕгр.н=100 % и нLТ =33°С; по справочным данным Pгр.S=37,73 мм рт.ст.= 
=33,73⋅133,4=8868,5 Па. 

Влагосодержание хгр.к на границе раздела фаз в сечении выхода 
воздуха из аппарата при температуре кLТ : 

 

.s.

s..
. РП

P
,х

гркгр

гркгр
кгр 6220

⋅ϕ−

⋅ϕ
⋅= = 

 

= 020
583169101300

58316916220 ,
,

,, =
−

⋅
⋅  

.возд.сухкг
паракг

, 

 
при ϕгр.к=100 % и кLТ =25 °С; по справочным данным Pгр.S= 
23,76 мм.рт.ст.=23,76⋅133,4=3169,58 Па. 

Энтальпия воздуха на границе раздела фаз при температуре t=Тн: 
 
гр .н св п гр .н н 0 гр .н( ) (1007,2 1970 0,032) 33

Дж2414300 0,032 112575,52 ,
кг сух .возд.

I с с x Т R x= + + = + ⋅ ⋅

+ ⋅ =

+

 

где хгр.н − влагосодержание воздуха на границе раздела фаз при 
t=Тн, кг пара/кг сухого воздуха. 
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Энтальпия воздуха на границе раздела фаз при температуре t=Тк: 
 

гр .к св п гр .к к 0 гр .к( ) (1007,4 1970 0,02) 25

Дж2436900 0,02 74908 ,
кг сух .возд.

I с с x Т R x= + + = + ⋅ ⋅

+ ⋅ =

+

 

 
где хгр.к − влагосодержание воздуха на границе раздела фаз при 
t=Тк, кг пара/кг сухого воздуха. 
 

б мср
б

м

56103,58 36660,75 45215,8856103,58lnln
36660,75

I I
I I

I

Δ − Δ −
Δ = = =

Δ
Δ

, Дж, 

 
где ΔIб и ΔIм − большая и меньшая разности энтальпий теплоносителей в 
верхнем и нижнем сечениях градирни: 
 

б гр .н к 112575,52 56471,94 56103,58I I IΔ = − = − = , Дж; 

 
м гр .к н 74908 38247,25 36660,75I I IΔ = − = − = , Дж. 

 
Объемный коэффициент массоотдачи находится по формуле 

 

г нас. ср
V

Q
V I

β =
Δ

. 

Отсюда объем насадки 
 

г

3
нас.

ср

3690149,4 544,07 м
0,15 45215,88V

QV
I

= = =
β Δ ⋅

. 

 
5. Высота насадочной части в градирне: 

 

нас.
нас.

гр

544 1,73м
314

V
Н

S
= = = . 
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 С запасом следует принять Ннас.=2,0 м. 
 Расчет градирни с учетом структуры потоков дан в разделе 8.4. 

 
4.7. Теплоотдача в аппарате с мешалкой 

 
 Рассмотрим процесс теплообмена между жидкостью, перемешиваемой 
мешалкой в емкости без перегородок, и стенкой аппарата, заключенной в 
рубашку. 
 При турбулентном движении перемешиваемой среды коэффициент 
теплоотдачи найдем по формуле (4.4.7), где в качестве характерного размера 
примем радиус аппарата ( aRL )= , а среднее касательное напряжение на 
стенке определим по выражению [18]: 
 

25,0

ж

ж
ж 2/ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ρ
νε

=ρτ=∗u .    (4.7.1) 

 
 Величину средней диссипации турбулентной энергии выразим в виде 
отношения мощности N, затрачиваемой на перемешивание, к объему 
жидкости в аппарате 
 

2
a ж

4N
D H

ε =
π

,     (4.7.2) 

 
где  – диаметр аппарата, м;  – высота уровня жидкости, м. aD жH
 
 
 

Рис.4.21. Зависимость Nu от 
центробежного числа Re в 
аппарате с турбинной мешалкой. 
Линия – расчет по (4.4.7); 
точки – опытные данные [18] 

 
 
 

 Результаты расчета числа Нуссельта показаны на рис. 4.21. 
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4.8. Обобщение результатов математического моделирования  
тепло- и массоотдачи в турбулентных средах 

  
С целью упрощения уравнений математической модели и исключения 

итерационных процедур при вычислении коэффициентов переноса выполним 
преобразование выражения (3.3.48), где значение динамической скорости  
определяется по (3.6.21).  

Тогда  
 

( )

[ ]

2
0,25 3

5
12

1 2 1

Pr36
2

/

К К R

−
εν ρ

α =

+ + π

,     (4.8.1) 

 

где 
( )
( )

2

1 2 0,5
1 23 ln , 6arctg .

1 1 3

N NК К
N N- N

+ −
= =

+
 

Знаменатель выражения (4.8.1) есть функция безразмерной толщины 
вязкого подслоя R1 и числа Pr, b=f(R1,Pr). Как показано ниже, определение 
вида этой функции для реального типа тепло- или массообменного аппарата 
позволит производить вычисления коэффициента α  только на основе 
известной средней диссипируемой энергии ε .  

В результате многочисленных расчетов для случаев теплоотдачи в 
шахматных и коридорных пучках труб глубинного ряда установлено, что 
значение функции b=(R1Pr) находится в пределах  при 

. 
5030 −≈b

253 107,0Prи102102Re −=⋅−⋅=

Аппроксимация численного эксперимента [44] при Re>2·103 на основе 
выражения (4.8.1) приводит к зависимости вида  

 
20,25
30,37 ενα ρ Pr ,

ρRe
р mс

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
   (4.8.2) 

 
где значение показателя степени при числе Рейнольдса Re /mU d= ν  для 
гладкостенных шахматных пучков труб равно m=0,066, а для коридорных 
m=0,08. Число Rе вычисляется через среднюю скорость в узком сечении 
пучка mU  и диаметр трубы.  
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Уравнение (4.8.2) аппроксимирует результаты расчета коэффициентов 
теплоотдачи по математической модели с точностью ±10 % и хорошо 
согласуется с экспериментальными данными.  

Обобщение результатов математического моделирования массо- и 
теплоотдачи в сухих насадочных и зернистых слоях на основе 
рассмотренного в разделе 4.4 подхода приводит к выражениям [6, 44, 45]:  

 
20,25
3ενβ 0,175 Sc ,

ρ

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
    (4.8.3) 

 
20,25
3ενα 0,175ρ Pr ,

ρрс
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (4.8.4) 

  
которые аппроксимируют вышеприведенные результаты с погрешностью не 
более ±10 % и хорошо согласуются с опытными данными [32, 33] и 
теоретическими исследованиями других авторов по моделированию 
массотеплообмена в турбулентных потоках [46–49]. 

На основе выражений (4.8.2)–(4.8.4) функциональные зависимости 
коэффициентов тепло- и массоотдачи от диссипируемой энергии можно 
представить в виде   

 
20,25
31

ενα ρ Pr ,
ρрс С

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
    (4.8.5) 

 
20,25
32

ενβ Sc .
ρ

С
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

     (4.8.6) 

 
Аналогичные соотношения установлены в работах [18, 22, 46–49], где 

коэффициенты пропорциональности С1 и С2 определены теоретическими или 
экспериментальными методами для конкретных типов тепло- и 
массообменных аппаратов.  

На основе гидродинамической аналогии (2.2.5) и уравнений (4.8.5), 
(4.8.6) запишем формулу для определения коэффициента переноса импульса   
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0,25 0,25

1 2 .εν ενγ С С
ρ ρ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
    (4.8.7) 

  
Отсюда следует С1=С2.  
Представим поток импульса (касательное напряжение) через 

коэффициент  и среднюю движущую силу – γ ∞ΔU  
 

0,25

1 .U U C∞ ∞
⎛ ⎞εν

τ = ργΔ = ρΔ ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠
   (4.8.8) 

 
Отсюда найдем значение коэффициента пропорциональности  
 

1 0,25
τ .
ενρΔ
ρ

С

U∞

=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

     (4.8.9) 

 
Следовательно, для определения коэффициентов тепло- и массоотдачи 

по уравнениям (4.8.5), (4.8.6) в аппаратах различных конструкций 
неизвестные значения С1 и С2 (С1=С2) можно найти по формуле (4.8.9) при 
известных значениях среднего касательного напряжения  и средней 
движущей силы переноса  импульса 

τ
∞ΔU . Как показано выше, для 

шахматных и коридорных пучков труб с гладкой поверхностью это приводит 
к уравнению (4.8.2), где коэффициент mС −= Re37,01 , а для насадочных 
слоев C1=0,175.  

Для аппаратов с мешалками C1=0,267, что согласуется с данными 
работы [46]. 

Для случаев теплоотдачи от турбулентного осевого и закрученного 
однофазного потока в трубе [5] (раздел 4.2) аппроксимация по С1 (4.8.9) дает: 

 
1,0

1 Re04,0=С , 
 

при Rе=104–106, где ( )νcosθ/Re срdU=  – число Рейнольдса, которое 

вычисляется через среднюю расходную скорость осевого или закрученного 
движения.  

Коэффициент α  для этих условий равен [44]:   
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20,25
0,1 3ενα ρ 0,04Re Pr ,

ρрс
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (4.8.10) 

 
где среднее значение диссипируемой энергии  в объеме трубы длиной H, 
определяется как функция перепада давления 

ε
РΔ  [7]   

 

.
cosθ

Δ
ε ср

Н
РU

=  

 
Уравнение (4.8.10) дает удовлетворительное согласование с опытными 

данными (±15 %) при Pr . При Pr>1 значения коэффициента  (4.8.10) 

меньше экспериментальных. Это объясняется зависимостью ~

1≈ α

α
2
3Pr

−
, 

которая несколько отличается от опытной [13–16, 50]: ~α ( )6,056,0Pr ÷− . 
Отсюда следует другое значение показателя степени в соотношении (3.3.49) 
n<3. Различными исследователями для случая тепло- и массоотдачи в 
турбулентном пограничном слое на твердой поверхности установлен 
довольно широкий интервал n=2÷4. Уменьшение показателя степени n<3 
объясняется периодическим формированием и разрушением вязкого подслоя 
на поверхности раздела [49–52].  

Таким образом, обобщение результатов теоретических исследований 
[1–7] процессов переноса в турбулентном пограничном слое приводит к 
зависимостям (4.8.5), (4.8.6) с параметрами (4.8.9). Данные выражения 
позволяют с достаточной для практических целей точностью 
аппроксимировать результаты теоретических или экспериментальных 
исследований массо- и теплоотдачи в промышленных аппаратах при 
турбулентном движении однофазных сред.  

На основе приведенных в данной главе результатов расчетов процессов 
тепломассоотдачи можно ввести ограничение по использованию обобщения 
гидродинамической аналогии на градиентные потоки (раздел 2.4). Так, 
например, расчет коэффициента теплоотдачи по формуле (4.3.1) при 
поперечном обтекании одиночного цилиндра дает завышенное значение  
почти на 30 %, а расчет процесса теплоотдачи по этой же формуле, но только 
при поперечном обтекании пучка труб глубинного ряда удовлетворительно 
согласуется с экспериментом. Эти результаты можно объяснить различными 
значениями градиентов давления обтекаемых труб. Как отмечено в разделе 
4.3, коэффициент давления 

α

Р  одиночной трубы превышает коэффициент 
давления трубы в пучке в 2–3 раза. Следовательно, обобщение 
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гидродинамической аналогии на градиентные потоки можно использовать 
при  значениях коэффициента давления .5,1ρ/2 2 ≤Δ= ∞UРР  
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Г Л А В А 5 
 

МАССО- И ТЕПЛООТДАЧА ОТ ЭЛЕМЕНТОВ ДИСПЕРСНОЙ ФАЗЫ 
 

При проведении многих массо- и теплообменных процессов 
происходит контакт совокупности элементов дисперсной фазы со сплошной 
средой. Решению задач моделирования процессов переноса в таких системах 
посвящены многочисленные публикации различных авторов и ряд 
монографий, например [1–10]. Для определения характеристик массо- и 
теплообмена в сплошной фазе при движении одиночных частиц наибольшее 
применение находят модель диффузионного пограничного слоя и уравнения 
Буссинеска–Хигби, а в дисперсной фазе (в каплях и пузырях)–модель 
Кронига–Бринка или приближение диффузионного пограничного слоя, а 
также различные эмпирические выражения. При движении твердых 
дисперсных частиц в аппаратах с перемешивающими устройствами процесс 
массоотдачи описывается как на основе теории турбулентного слоя [3], так и 
с помощью модели псевдоламинарного пограничного слоя [11–13]. Следует 
отметить, что массоотдача в системах с подвижной поверхностью раздела 
фаз в основном исследуется опытным путем, а также с использованием 
различных численных методов. 

В данной главе предложены уравнения для вычисления коэффициентов 
массо- и теплоотдачи от дисперсных элементов (твёрдые частицы, капли и 
пузыри) при различных условиях движения. Рассмотрены уравнения, 
которые дают возможность вычислять коэффициенты переноса как при 
свободном движении дисперсных частиц при ρΔ >>1, так и в аппаратах с 
вводом внешней энергии в контактирующие фазы. Причем в качестве 
необходимой информации об объекте используются только результаты 
исследования гидродинамических закономерностей движения частиц, а 
неизвестные параметры в уравнениях находятся на основе баланса импульса 
в пограничном слое.  

 
5.1. Массо- и теплоотдача в сплошной фазе  

при ламинарном обтекании частиц 
 

Процессы массо- и теплообмена в дисперсных потоках можно 
представить тремя стадиями: перенос в период образования капель или 
пузырей, свободное движение элементов дисперсной фазы в рабочей зоне 
аппарата и процесса коалесценции. В ряде случаев перенос вещества в 
период образования и отрыва пузырей и капель может достигать 50–90 % от 
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общей перенесенной массы [10, 14–17], и тогда математическое 
моделирование «входного эффекта» имеет большое значение. Однако во 
многих случаях размеры промышленного аппарата и скорость движения фаз 
таковы, что в условиях экстракции основная доля вещества извлекается за 
время свободного движения капель. Тогда с незначительной погрешностью 
влиянием «входных эффектов» можно пренебречь. Влияние «входных 
участков» на тепломассообмен необходимо учитывать только при 
интенсивных режимах, например, в развитом барботажном слое (глава 7). 

При рассмотрении массоотдачи от дисперсных частиц при их 
свободном движении исследователями [14–18] отмечается неравномерность 
вклада лобовой и кормовой частей в общий диффузионный поток. Локальные 
значения коэффициентов массоотдачи изменяются по поверхности в 
несколько раз, являясь максимальными в точке набегания потока (ϕ=0 °) и 
минимальными в экваториальной плоскости. Установлено [16], что вблизи 
кормовой части сферической частицы локальный коэффициент массоотдачи 
примерно в четыре раза меньше, чем в точке набегания потока, а при ϕ≈90° 
он принимает еще меньшие значения. 

Исследования локальной массоотдачи в системе жидкость–жидкость 
методом голографической интерферометрии [17] показали, что до 70–80 % 
вещества переносится через лобовую поверхность капли. Значения 
коэффициентов массоотдачи, имеющие локальный максимум в области 
ϕ=0 °, с увеличением ϕ понижаются, достигая минимума при ϕ≈90–120 °. 
Данные интерферограмм показывают пересечение линий равных 
концентраций в этой области, что свидетельствует об отрыве пограничного 
слоя. За точкой отрыва происходит увеличение значений коэффициентов 
массоотдачи и их пульсации относительно некоторой средней величины. С 
возрастанием скорости движения капли область отрыва пограничного слоя 
все сильнее смещается в сторону, обратную точке набегания потока, и за 
дисперсной частицей образуется зона гидродинамического следа с 
внутренним вихревым движением жидкости. Вследствие этого вклад 
кормовой части капли в массообмен возрастает. Поэтому, если при 
ламинарном обтекании частиц массоотдачу можно рассматривать без учета 
турбулентности кормовой части, то в области изменения Re от 200 и выше 
(для капель) и Re>1000 (для твердых частиц) учет массоотдачи от кормовой 
части и следа существенен [10]. 

Известно, что процесс массоотдачи от пузырей и капель имеет в 
основном нестационарный характер. Однако, как показано в работе [9], 
нестационарный массообмен при t→∞  хорошо описывается уравнениями, 
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полученными на основе стационарных моделей, и максимальная 
погрешность в расчетах составляет около 1 %. 

 
Обобщение гидродинамической аналогии на случай  

обтекания дисперсных частиц [19] 
  

Гидродинамическая аналогия позволяет находить коэффициенты 
массо- и теплоотдачи на основе известных коэффициентов трения или 
сопротивления. 

Рассмотрим обтекание одиночной твердой дисперсной частицы 
ламинарным потоком [20]. Известно, что при Re>103 процессы переноса с 
достаточной для практических целей точностью можно описывать в рамках 
модели диффузионного пограничного слоя. Так как <<R, будем 
рассматривать модель плоского пограничного слоя, где  – толщина 
пограничного слоя, м; R – радиус частицы, м. В этом случае для вычисления 
коэффициентов тепло- и массоотдачи используем уравнения из раздела 2.4, 
где среднее касательное напряжение (поток импульса ) при безотрывном 
обтекании частиц найдем из уравнения баланса сил 

δ
δ

τ

 
22 4 RRP πτ=πΔ ,    (5.1.1) 

 
где 22

∞ξρ=Δ VP  – перепад давления при движении частицы, Па. 
Из уравнений (2.4.4), (5.1.1) получим  
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где длина пути жидкости для сферической частицы L=πR. 

Тогда уравнение для расчета коэффициента массоотдачи получит вид 
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где D – коэффициент диффузии, м2/с; d – диаметр частицы, м. 
Аналогично записывается выражение и для коэффициента 

теплоотдачи. 
Для расчета коэффициента сопротивления в литературе известны 

различные зависимости вида ( )Ref=ξ  (глава 1). 
Для твердой сферы уже при Re≈20 происходит отрыв пограничного 

слоя с образованием возвратно-вихревых течений в кормовой части и 
поэтому уравнения (5.1.1)–(5.1.3) являются приближенными. Но, как видно 
из сравнения расчетных и опытных (рис. 5.1, 5.2) коэффициентов массо- и 
теплоотдачи, наблюдается удовлетворительное согласование их значений 
даже при относительно больших числах Рейнольдса (до 103).  

 
 

 
Рис. 5.1. Расчетные – 1 и 

опытные – 2 [21] данные по 
теплоотдаче от дисперсных 
частиц 

 

 
Рис. 5.2. Зависимость числа 

Шервуда от числа Рейнольдса при 
массоотдаче от дисперсного элемента: 
1– расчет по уравнению (5.1.2); 2 – расчет 
по эмпирическому выражению [10] 

 
Возможно, это достигается за счет того, что, как отмечено выше, 

основной вклад в процесс тепло- и массоотдачи вносит лобовая поверхность 
частицы, и влияние вихревого следа в данных условиях незначительно. 

Расчеты коэффициентов массоотдачи (5.1.2) от дисперсных элементов 
с подвижной межфазной поверхностью (пузыри, капли) показывают 
заниженные значения  по сравнению с известными опытными данными. 
Это можно объяснить тем, что в уравнении (5.1.2) не учитывается влияние 
межфазногo переноса, вызванного подвижной поверхностью раздела фаз. 
Моделирование массоотдачи с учетом этого эффекта показано ниже [22, 23]. 

β
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Следует отметить, что рассмотренное в данном разделе обобщение 
гидродинамической аналогии на градиентные потоки дает 
удовлетворительные результаты не только на случай обтекания дисперсных 
частиц, но также и при теплоотдаче в каналах с кольцевыми накатками; 
теплоотдаче при движении газожидкостных смесей в трубах; массо- и 
теплоотдаче в насадочных и зернистых слоях; теплоотдаче поперечно-
обтекаемых труб; теплоотдаче в аппаратах с мешалками (глава 4). 

 
5.2. Определение коэффициентов переноса в переходном режиме [24] 
 

Хорошо известно, что развитое турбулентное движение однофазного 
потока вдоль гладкой твердой поверхности начинается при Re>104–105. 
Движение пузырей и капель осуществляется при меньших значениях числа 
Re, что на первый взгляд дает основание считать пограничный слой на 
межфазной поверхности ламинарным. Однако гидродинамические 
закономерности движения двухфазных сред во многих случаях существенно 
отличаются от гидродинамики однофазных потоков. В двухфазных средах 
возмущающие факторы (источники возникновения турбулентности) можно 
подразделить на два класса. Первый класс – внутренние источники: 
подвижная межфазная поверхность, волнообразование на поверхности 
раздела; эффект Марагони и ряд других факторов [25–27]. Ко второму классу 
можно отнести турбулентность, вызванную механическим перемешиванием, 
пульсационным или вибрационным движением среды в рабочей зоне 
аппарата, т.е. за счет ввода внешней энергии. Поэтому можно считать, что в 
реальных условиях пограничный слой почти всегда возмущен 
турбулентными пульсациями, которые увеличивают скорость переноса 
массы, тепла, т.е. режим движения дисперсных частиц в этих условиях 
можно рассматривать как переходный. Ламинарный пограничный слой на 
мелкодисперсных элементах в аппаратах с вводом внешней энергии в 
контактирующие фазы (создание интенсивной внешней турбулентности) 
классифицируется как псевдоламинарный [13, 28]. 

Примем структуру псевдоламинарного пограничного слоя как 
турбулентного, но его характеристики будем находить, используя 
балансовые соотношения переноса импульса. 

Если скорость диффузионного процесса лимитируется скоростью 
массообмена в сплошной фазе, то в этом случае величина потока массы 
зависит от гидродинамики внешнего потока и физических свойств сплошной 
среды. 
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Ниже рассмотрена модель массоотдачи, подробно описанная в 
разделе 3.3. 

Массоотдача в сплошной фазе при стационарном движении пузырей и 
капель с числом Пекле DdV∞=Ре >103 обычно рассматривается в рамках 
модели диффузионного пограничного слоя. Для жидкостей имеем Sc>>1, т.е. 
основное сопротивление переносу массы сосредоточено в вязком подслое. 
Сопротивление переносу массы в пограничном слое сплошной фазы (3.3.7): 

 
( )

T

гр

0

1 С С F y dy
j D D

δ
∞ −

= =
β +∫ ,    (5.2.1) 

 
где закон затухания  в вязком подслое имеет вид степенной функции 

(3.3.49): 

( )yDT

 

( )Т T Т 1 1 ,nD а u y/∗ν ≈ ≈ ≈ δ δ    (5.2.2) 

 
где  – коэффициент массоотдачи, м/с; j – поток массы компонента; 

 – концентрации компонента в ядре потока и на границе раздела 

фаз; F – межфазная поверхность, м

β

гр,С С∞
2; y – поперечная координата 

пограничного слоя, м; D, DT – коэффициенты молекулярного и 
турбулентного обмена, м2/с;  - толщина вязкого подслоя, м; 1δ ∗u  – 
динамическая скорость, м/с. 

Для систем с подвижной поверхностью раздела фаз известна 
зависимость  ~ β 5,0D , и тогда значение показателя степени n в выражении 
(5.2.2) равно двум (n=2). Для этого случая из (5.2.1), (5.2.2) получено 
уравнение (3.3.45), которое содержит динамическую скорость ∗u  и 
безразмерную толщину вязкого подслоя  (раздел 3.5). с1R

Учитывая, что в выражении (3.3.45) для систем жидкость–жидкость 
R1~10; Sc~103 значение ,2/Scarctg cc1 π=R  запишем 

 

,
R
u

сс1

с
с Sc

2
π

=β ∗      (5.2.3) 

 
где нижний индекс «с» – сплошная фаза; .ν/δ cc1cc1 ∗= uR  
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Для проверки уравнения (5.2.3) ниже рассмотрена массоотдача в 
сплошной фазе от капель и пузырей, т.е. для систем с подвижной 
поверхностью раздела. 

Параметр  в пограничном слое на пузыре и капли в переходном 
режиме получим на основе известного процесса переноса импульса по 
уравнению (3.6.20):  

с1R

 

(
21

c1ccc1 arctgΔ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

−
∗∞ RuUR ) ,    (5.2.4) 

 
где ( )сгрсΔ UUU −= ∞∞  – средняя движущая сила переноса импульса в 

пограничном слое на капле в сплошной среде, м/с. 
 Уравнение (5.2.4) получено путем интегрирования выражения (3.3.54) с 
коэффициентом турбулентного обмена (5.2.2) и использованием потокового 
соотношения cсс Δγρτ ∞= U  (см. раздел 5.4). 

Если пузырь или капля по форме близки к сферической, то среднее 
значение скорости на внешней границе пограничного слоя можно вычислить 
на основе известного распределения скорости по поверхности сферы 

 

.3sin2 2
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∞

π
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= ∫ VdVU    (5.2.5) 

 
Приближенно можно принять ∞∞ ≈VU . 
Значение грU  при небольших числах Рейнольдса можно вычислить, 

используя функцию Адамара–Рыбчинского 
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VU d Vπ
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∗ ∗

ϕ
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π
+ μ π + μ

∫ ∞    (5.2.6) 

 
где  – скорость движения частицы в сплошной среде, м/с;  – 

отношение коэффициентов динамической вязкости дисперсной и сплошной 
фаз; ϕ  – угол.  

∞V cμμμ /D=∗

При Re>>1 среднее значение скорости на межфазной поверхности 
пузыря или капли найдем на основе уравнений баланса сил, записанных для 
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пузыря (или капли) и твердой частицы при идентичных условиях движения в 
сплошной среде. 

Известно [1, 6, 10, 29], что вследствие подвижности поверхности 
раздела фаз пузырь и капля сферической формы всплывают с большей 
скоростью, чем твердая частица того же размера при прочих равных 
условиях. Это обусловлено тем, что на поверхности твердого тела 
выполняется условие прилипания жидкости ( грU =0). На поверхности же 

раздела фаз газ–жидкость или жидкость–жидкость, если  незначительно 
отличается от единицы, происходит относительное движение фаз. Поэтому 
при движении твердой частицы вблизи ее поверхности достигаются большие 
градиенты скорости, чем в пограничном слое при всплытии сферического 
пузыря или капли в аналогичных условиях, а коэффициент сопротивления 
твердой частицы больше коэффициентов сопротивления пузырей и капель. В 
области устойчивого движения пузыря (или капли) коэффициент 
уменьшается с ростом числа , оставаясь все время ниже коэффициента 
сопротивления твердой сферы. Для этой области запишем уравнения 
балансов сил для твердой сферы и капли (пузыря): 

∗μ

кRe

 

( )с

2
2cф cф3 2

cф cфcф cф

ρ4 π ρ ρ ξ π ,
3 2D

V
g R R∞− =   (5.2.7) 

 

( ) ,π
2

ρξρρπ
3
4 2

к
2
кк2

кк
3
к с RVRg D

∞=−    (5.2.8) 

 
где  – коэффициенты сопротивления твердой сферы и капли 

соответственно; R

ксф ξ,ξ

сф, Rк – радиус сферы и капли, м; cф ,V V к∞ ∞  – скорость 

движения твердой частицы и капли, м/с; 
c

,
D

ρ ρ  – плотности дисперсной и 

сплошной фаз соответственно, кг/м3. Нижние индексы: сф – твердая сфера, к 
– капля. 

При идентичных условиях ( )кcфксф ,ρρ RR ==  левые части уравнений 

(5.2.7) и (5.2.8) равны. Равенство правых частей достигается за счет 
соотношения 

 
,2

кк
2

cфсф ∞∞ ξ=ξ VV     (5.2.9) 

где, как отмечалось выше, > , <сфξ кξ cф∞V к∞V .  
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Можно предположить, что скорость движения капли (или пузыря) 
больше скорости движения твердой частицы на величину средней скорости 
жидкости на межфазной поверхности .cфкгр ∞∞ −= VVU  Тогда из равенства 

(5.2.8) следует 
 

к
гр к к

cф

ξ1 , при ξ
ξ

U V∞
⎛ ⎞
⎜ ⎟≈ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

<   (5.2.10) .ξсф

 
С увеличением размера пузыря или капли, вследствие уменьшения 

влияния сил поверхностного натяжения, их форма отличается от 
сферической, а траектория движения отклоняется от вертикальной. 
Деформация и колебания элементов приводят к тому, что, начиная с 
определенного значения Reк, соответствующего минимуму сопротивления, 
коэффициент  начинает возрастать, достигая значения коэффициента 
сопротивления для твердой сферы, и затем превышает его значение в 
несколько раз [10, 30–33]. Минимум сопротивления для капель находится 
при Re

кξ

к≈(200–400). Для этого случая можно допустить, что средняя скорость 
жидкости на межфазной поверхности пузыря или капли изменяется 
незначительно с увеличением числа Re, и ее значение приближенно можно 
принять, как при Re, соответствующему минимуму сопротивления. 

Для коэффициентов сопротивлений ξ  пузырей и капель при 
различных значениях числа Reк рекомендуются эмпирические выражения 
(см. главу 1). 

Динамическую скорость с∗u  в уравнении (5.2.3) с параметром  
(5.2.4) и с 

с1R

грU  (5.2.10) в случае безотрывного обтекания и незначительном 
градиенте межфазного натяжения получим из уравнения баланса сил (5.1.1) 

 

( )с с 8
D

u V∗ ∞= ρ ξ ρ .    (5.2.11) 

 
На рис. 5.3, 5.4. и в табл. 5.1 представлены результаты расчета 

коэффициентов массоотдачи по уравнению (5.2.3) от пузырей и капель [24]. 
В случае Re>100–300 в кормовой части пузырей и капель наблюдается 

отрыв пограничного слоя, и уравнение (5.2.11) является приближенным. 
В этом случае динамическую скорость выразим через поток 

диссипируемой энергии, используя зависимость (3.6.1) 
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,
dy
du

dy
de

τ==ε      (5.2.12) 

 
где  – средняя плотность потока энергии; y – координата;  – кг/(м·сτue = ε 3) 
или Вт/м3. 

 

 
 

Рис. 5.3. Зависимость коэффициента 
массоотдачи от числа Re при движении 
одиночного пузыря в слое жидкости:  
1 – расчет по (5.2.3) [34]; 2 – расчет по 
эмпирическому выражению [4]. Процесс 
десорбции СО2 из воды воздухом 

 

 
 

Рис. 5.4. Зависимость коэффициента 
массоотдачи в сплошной фазе от Re при движении 
одиночной капли: 1 – расчет [22]; 2 – эксперимент 
[35]. (Система вода–бензойная кислота–бензол) 
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Т а б л и ц а 5.1 
 

Результаты расчета коэффициентов массоотдачи в сплошной фазе  
по математической модели  и сравнение с экспериментальными 

значениями  для системы вода (спл. фаза)–анилин–ксилол 

Sc=1326; 

ρβ

эβ

61,0μ =∗  
 

d, м ∞V , м/с Reс 210⋅∗u , 
м/с 

с1R  4
р 10⋅β , 

м/с 

,104⋅βэ  
м/с 

f ββ= /р

 

0,0008 0,028 22 1,32 2,54 1,46 1,59 0,92 
0,012 0,032 38 1,25 3,28 1,22 1,7 0,72 

0,0016 0,037 59 1,26 4,02 1,1 1,18 0,94 
0,0021 0,056 117 1,77 4,48 1,47 1,58 0,93 
0,0023 0,061 139 1,89 4,63 1,55 1,07 1,4 

 
Например, на основе уравнения (5.2.12) записывают [36–38] 

 
0,25

,u К∗
⎛ ⎞εν

= ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠
    (5.2.13) 

 
где коэффициент пропорциональности К  находится экспериментально для 
каждого типа аппарата и установлен в интервале 9,26,1 −=К . Для 
большинства аппаратов рекомендуется К ≈ 2,2. 

Рассмотрим приближенный теоретический метод определения 
динамической скорости на основе зависимости (5.2.12) и известного 
характера переноса импульса [24, 39–41].  

В уравнении (5.2.12) значение производной найдем из выражения  
 

.
)(

,)(
Т

Т ν+νρ
τ

=ν+νρ=τ
dy
du

dy
du    (5.2.14) 

 
Получим  
 

( ).,
)( ТТ

Т

2
yν=ν

ν+νρ
τ

=ε    (5.2.15) 
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Среднее значение диссипируемой энергии в пограничном слое 
толщиной  запишем в виде [40]  δ

 

,
ννδρ

τε
δ

о

2

Т
∫ +

=
dy     (5.2.16) 

 
где подынтегральная функция определяет сопротивление переносу импульса 
в турбулентном пограничном слое  
 

∫
δ

ν+ν
=

γ 0 T

1 dy ,    (5.2.17) 

 
и тогда уравнение (5.2.16) получит форму 
 

.
u
δγ

ρ
=

δργ
τ

=ε ∗
42

    (5.2.18) 

 
Отсюда   
 

0,25
u∗

⎛ ⎞εδγ
= ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

    (5.2.19) 

 
или для сплошной фазы: 
 

с с
0,25 0,2

с с 1с с с
с

с с
.

R v
u∗

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ε δ γ ε γ
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   (5.2.20) 

 
Коэффициент переноса импульса  найдем путем интегрирования 

(5.2.17) с коэффициентом турбулентной вязкости (5.2.2). 
сγ

При n=2 получим  
 

( ) 1
с1с1сс arctg −

∗=γ RRu .    (5.2.21) 
 

При n=3 имеем  
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( ) 1
21с

2
δс π36γ −

∗ ++= ККuВ ,   (5.2.22) 
 

где ( )
( )

( )
12
3

1 2 1с
1 2

3 ln ; 6arctg ; .
1 1 3

B В
К K В R

В В В

−δ δ
δ

δ δ δ

+ −
= =

− +
=  

 
При свободном движении дисперсной частицы за счет сил трения на 

межфазной поверхности и сопротивления формы существует разность 
давлений в лобовой и кормовой части. Перепад давления зависит от 
кинетической энергии движения частицы, коэффициента сопротивления и 
записывается в известной форме 2

c 2.P V∞Δ = ξρ  Произведение PΔ  на 
площадь миделевого сечения частицы есть сила гидродинамического 
взаимодействия  а произведение силы на скорость движения – 
мощность 

,RРР 2πΔ=

.VRPPVN ∞∞ πΔ== 2  
Энергия (мощность N) диссипирует в пограничном слое, который 

образуется на межфазной поверхности частицы в сплошной фазе, а также в 
вихревом следе. При наличии циркуляции среды внутри дисперсного 
элемента (капли, пузыря), вызванной подвижной поверхностью раздела, 
часть энергии диссипирует в дисперсной фазе. Эту составляющую энергии 
выразим в виде 

 
.4 гр

2
гр URUFN D πτ=τ=     (5.2.23) 

 
Тогда составляющая от полной энергии, диссипирующая в сплошной 

фазе, равна 
 

( ).4τΔππ4τπΔ гр
2

гр
22

c UPVRURVRPNNN D −=−=−= ∞∞  (5.2.24) 

 
Отношение Nс к объему сплошной фазы Vс, где происходит основное 

рассеивание энергии, есть средняя составляющая диссипации энергии в 
сплошной фазе cε , значение которой будет равно  

 
( )

,
4Δ

.с.псл

гр
2

с.псл

cс VV
UPVR

VV
N

. +
τ−π

=
+

=ε ∞   (5.2.25) 

где  – объем пограничного слоя, .Vп.с ;π4δπ4 cc1c
2

c
2

.с.п ∗== uRvRRV   – 
объем вихревого следа, м

слV
3; cε  – кг/(м·с3). 
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Зона с замкнутыми линиями тока – вихревая зона за твердой сферой 
образуется при Reотр≈20. На рис. 5.5 показана графическая зависимость 
длины вихревого следа S от числа ∗Re  [8]. 

 

 
 

Рис. 5.5. Зависимость длины вихревого следа (S/(2R)) от 
числа  для твердой сферы [8] ∗Re

 
Представляя объем вихревого следа в виде полуэллипсоида вращения, 

в центр которого вписана сферическая дисперсная частица, запишем 
 

3
сл

4 .
3 2

SV R
R

= π      (5.2.26) 

 
Кривую, представленную на рис. 5.5, можно аппроксимировать 

функцией вида 
 

,Re1086,1Re00011,0Re022,039,0
2

372
∗

−
∗∗ ⋅+−+−=

R
S   (5.2.27) 

 
при 20≤ ≤200. ∗Re

Используя графическую зависимость (рис. 5.5), можно найти объем 
следа , образующегося за каплей, предположив, что характер 
зависимости длины следа от числа Рейнольдса сохранится с тем условием, 
что след образуется при ≈200–300. При этом используется следующее 

выражение для пересчета числа Рейнольдса 

слV

отрRe
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к.отр

фс.отр
с Re

Re
ReRe =∗ .     (5.2.28) 

 
Из решения системы уравнений (5.2.4) и (5.2.20) итерационным 

методом находятся параметры пограничного слоя в сплошной фазе 
, необходимые для вычисления коэффициента массоотдачи (5.2.3). с1с и Ru∗

Уравнение (5.2.3) проверено путем расчета коэффициентов 
массоотдачи при экстракции различных систем, когда основное 
сопротивление переноса массы лимитировано сплошной фазой. Результаты 
расчета и сравнение с известными экспериментальными данными [35, 42] 
показаны на рис. 5.6–5.10 и в табл. 5.2. 

 

 
 
Рис. 5.6. Зависимость безразмерного 

комплекса  от числа Re0,5
с сSh /Sc с при 

экстракции системы вода (спл. ф.) – бензойная 
кислота – бензол: 1 – расчет по уравнению (5.2.3); 
2 – экспериментальные данные [42] 

 
Расчеты показывают, что в интервале чисел Reс  от 20 до 400, 

значение параметра  для капель сR1 ( )1≈μ∗  находится в пределах 3÷10 (рис. 
5.7), а  м/с (рис. 5.8). 0,01 0,025сu∗ − ÷
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Рис. 5.7. Зависимость безразмерной толщины 
пограничного слоя  от числа ReсR1 с 

 

 
 

Рис. 5.8. Зависимость динамической скорости  
от числа Re

сu∗

с
 
В работе [42] эксперимент проводился в стеклянной колонне 

диаметром аD =24 мм и высотой Н=65 мм при экстракции в системах вода –
 бензойная кислота–бензол и вода–анилин–ксилол. Диаметр капель 
изменяется в интервале 0,08 – 0,575 мм (рис. 5.9). 

Экспериментальные данные в работе [43] получены в распылительной 
колонне =45 мм и Н = 650 мм при экстракции бензойной кислоты из 
бензола водой; диаметр капель d=0,18–0,24 мм (рис. 5.10). 

аD
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Рис. 5.9. Зависимость безразмерного 
комплекса  от числа Re0,5

с сSh /Sc с при 
экстракции системы вода (спл. ф.)–анилин–
ксилол: 1 – расчет по уравнению (5.2.3); 2 – 
экспериментальные данные [42] 

 
Рис. 5.10. Зависимость 

коэффициента массоотдачи 
от числа Рейнольдса; система 
вода (дисп. ф.) – бензойная 
кислота–бензол: 1 – расчет по 
уравнению (5.2.3);  
2 – экспериментальные 
данные [35] 

Т а б л и ц а 5.2 
 

Результаты расчета коэффициентов массоотдачи в сплошной фазе  и 
сравнение с экспериментальными значениями  для системы вода 

(спл. фаза) – анилин–ксилол Sc=1326; 

ρβ

эβ

61,0μ =∗  
 

d, м ∞V , м/с Reс ,102⋅∗u  
м/с 

с1R  ,104
р ⋅β  

м/с 

,104⋅βэ  
м/с 

эf ββ= /р

0,0029 0,083 239 2,33 6,99 1,56 1,18 1,32 
0,0032 0,09 286 2,36 7,9 1,47 1,15 1,27 
0,0034 0,095 320 2,38 8,7 1,42 1,47 0,97 
0,0036 0,101 361 2,42 9,5 1,37 1,19 1,15 

 249



На основе представленных результатов можно сделать вывод о том, 
что рассмотренный подход и полученные уравнения дают положительные 
результаты при вычислении коэффициентов массоотдачи от капель. 

 
5.3. Моделирование массоотдачи в дисперсной фазе 

 
В данном разделе рассмотрены различные случаи конвективного 

массообмена в капле. На основе подхода, описанного выше, получены 
уравнения для вычисления коэффициентов массоотдачи в дисперсной фазе. 

 
Безвихревое циркуляционное движение в капле 

 
Как известно, процесс массоотдачи внутри капли представляет собой 

достаточно сложное явление, и о стационарности или нестационарности 
протекания процессов переноса у исследователей нет однозначного мнения 
[1, 6, 10, 34, 43–53]. Обычно считается, что в период каплеобразования и в 
начальный момент времени движения массоотдача существенно 
нестационарна, а при установившемся движении капель она носит 
квазистационарный характер до стадии полного перемешивания в капле.  

Установлено [48, 50], что при F <<о ( ) 5,0Ре12/π  основное 
сопротивление массоотдаче внутри капли сосредоточено в пограничном 
слое, где Fо – безразмерное время или число Фурье; Ре – число Пекле. 

Используем обобщение гидродинамической аналогии (глава 2) для 
расчета коэффициента массоотдачи в капле сферической формы с 
внутренним циркуляционным движением (Re≤200). 

Эффективная толщина диффузионного слоя  в капле 

увеличивается с течением времени по закону [50] 
Dδ

 
,

D
D tδ = ϕ

D
     (5.3.1) 

 
где  – численный коэффициент порядка единицы;  – коэффициент 

молекулярной диффузии, м

ϕ
D

D
2/с; t – время, с. 

Тогда коэффициент массоотдачи ( )tDβ  будет равен 

 

( ) 1 .D
D

D

D D
t

t
β = =

δ ϕ
D     (5.3.2) 
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Если Ре*Fo≥3 [10], процесс массоотдачи в капле стационарен, т. е. 
должно выполняться условие 

 

( )12 1
,

d
t

V

∗

∞

+ μ
≥      (5.3.3) 

 

где 
( )*14

РеРе
μ+

=∗  – модифицированный критерий Пекле. 

В данном случае под стационарностью подразумевается 
автомодельность коэффициента массоотдачи к времени движения капли [9, 
10, 51]. 

На межфазной поверхности капли при незначительном градиенте 
поверхностного натяжения выполняется баланс потока импульса cτ=τ D

, 
где  можно вычислить по соотношению (5.1.1). Тогда коэффициент 
массоотдачи в стационарном режиме можно найти по уравнению (2.4.4) 

cτ

 
1 1
32

0,62 Sc ,D D
D D

D

n
nv

d

−⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞τ
β = ⎜ ⎟

⎜ ⎟ρ π⎝ ⎠
    (5.3.4) 

 
где n=2 для капель ≤1 и без наличия в системе ПАВ; n=3 при ∗μ ∗μ >3, а 
также при возможном наличии ПАВ. 

При Ре*Fo=3 коэффициенты массоотдачи (5.3.2) и (5.3.4) должны 
быть равны. Из этого условия найдем 

 

( )

1
1 12
3 6

1,61 .
23 1

D D

D

vV
d

∞

∗

⎛ ⎞
⎛ ⎞πρ ⎛ ⎞⎜ ⎟

ϕ = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟τ ⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎝ ⎠+ μ
⎝ ⎠

  (5.3.5) 

 
Средний за время t  коэффициент массоотдачи (5.3.2) можно получить 

по уравнению [24] 
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∫ v

 (5.3.6) 

 
Коэффициенты массоотдачи в дисперсной фазе, рассчитанные в 

стационарном режиме по уравнению (5.3.4), сравнивались с 
экспериментальными данными [47]. На рис. 5.11 показана их корреляция. 
Эксперименты проводились в колоннах диаметром =100 мм, с высотой 
рабочей части, равной соответственно 1060, 640, 450, 80 мм. 

аD

Уравнение (5.3.6), описывающее нестационарную массоотдачу в 
капле, проверялось путем сравнения с экспериментальными данными [35], 
полученными при экстракции в распылительной колонне аD =45 мм; Н=650 
мм систем вода (спл. ф)–уксусная кислота–бензол (рис. 5.12). 

 

 

Рис. 5.11. Зависимость 
коэффициента массоотдачи от 
числа Рейнольдса при 
экстракции различных систем: 
1, 2 – расчет по (5.3.4);  
3, 4 – эксперимент [47].  
1, 3 – гептиловый спирт–
соляная кислота–вода (спл. ф.); 
2, 4 – гептиловый спирт + 0,15 
NHCl–соляная кислота–вода 
(спл. ф.) 

 

 
 
Рис. 5.12. Зависимость 

коэффициента массоотдачи 
от числа Рейнольдса:  
1 – расчет по (5.3.6);  
2 – эксперимент [35] 

 
При Re>200 расчет по уравнению (5.3.4) дает меньшее значение 

коэффициента массоотдачи по сравнению с опытными данными. Это 
вызывается тем, что с увеличением числа Рейнольдса процесс массоотдачи 
 252



интенсифицируется все в большей степени подвижной межфазной 
поверхностью за счет осцилляции капли и волнообразования. В капле 
развивается турбулентность. Учет этих факторов показан в модели 
массоотдачи при движении капель в переходной области.  

 
Модель массоотдачи в переходной области 

 
При описании массоотдачи в пограничном слое в переходной области 

изменения чисел Re (Re>100–200), необходимо учитывать молекулярный и 
турбулентный механизмы переноса. Следует, однако, отметить, что крупные 
осциллирующие капли, как правило, дробятся на более мелкие. Поэтому 
турбулентный режим в каплях бывает в ограниченных случаях. 

Сопротивление переносу массы представим в виде (5.2.1), где для 
закона затухания турбулентной диффузии в пограничном слое используются 
различные функции. Рассмотрим применение некоторых функций для 
определения коэффициента массоотдачи  в дисперсной фазе в режиме 

развития турбулентности. 
Dβ

Например, в жидкой пленке турбулентность, вызванную 
волнообразованием, предложено [2] описывать функцией вида 

 
,2

Т λ≈ ∗ yuD       (5.3.7) 

 
где  – наименьший радиус кривизны деформации поверхности, 
определяемый как 

λ
22 ( );u∗λ = σ ρ σ −  межфазное натяжение, Н/м.   

Данное выражение рекомендовано [3] также для системы жидкость -
 жидкость. Используя эту функцию, получим из соотношения (5.2.1) 
уравнение для определения коэффициента массоотдачи в режиме развития 
турбулентности в осциллирующих каплях [23, 24, 53] 
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где ; δψ /y DD = 3 2
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Из выражения (5.3.8) получено 
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2

arctg Sc ,
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D D DD D D D
D D D

u R vu D
u

∗

−

∗∗
⎡ ⎤ρρ ⎢ ⎥β = ⎢ ⎥σ σ⎢ ⎥⎣ ⎦

  (5.3.9) 

 
где ( )

DD vuR δ1 ∗=  – безразмерная толщина пограничного слоя, где 

справедлив закон  в форме (5.3.7); индекс D – дисперсная фаза. ( )yDT
Для определения параметра  представим сопротивление переноса 

импульса в пограничном слое дисперсной фазы аналогично (5.2.17). 
Допуская, что турбулентное число Шмидта незначительно отличается от 
единицы, коэффициент турбулентной вязкости 

DR1

( )yТν  примем в виде (5.3.7) 
.  

TТ D≈ν

Тогда из уравнений (5.2.17), (5.3.7) найдем параметр  с 

использованием потокового соотношения 
DR1

Δ
D D

U∞τ = ρ γ  [24, 53] 
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Движущая сила переноса импульса DU ∞Δ  для пограничного слоя 

внутри капли определяется разностью скорости жидкости на межфазной 
поверхности грU  и в ядре DU ∞ . 

В ядре капли, исходя из условий симметрии поля скорости, имеем 
0=∞DU , тогда грΔ UU D =∞ . Значение грU  можно найти по уравнению 

(5.2.9). 
При незначительном градиенте межфазного натяжения динамическую 

скорость  запишем из условия равенства потока импульса через 
межфазную поверхность . В результате имеем 

Du
∗

cττ =D

 

.
ρ
ρc

c
D

D uu ∗=
∗

    (5.3.11) 
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Уравнение (5.3.9) проверено [23, 24, 53] путем расчета коэффициентов 
массоотдачи в дисперсной фазе при экстракции различных систем в 
интервале чисел Рейнольдса Re=200–700; ∗μ =0,65–1,73; ScD=570–848.  

Результаты расчета сравнивались с известными экспериментальными 
данными [42, 52] и с расчетом по эмпирическим уравнениям, полученным 
для средних и крупных капель [47]. Cравнение расчетных и 
экспериментальных данных представлены на рис. 5.13–5.15. 

 
Рис. 5.13. Зависимость 

коэффициента массоотдачи в 
дисперсной фазе при экстракции 
системы: амиловый спирт –
 фенол – вода. Дисперсная фаза –
 вода:  
1 – расчет по уравнению (5.3.9); 2 
– опытные данные [42]; μ*=1,73; 
DD=0,84·10-9 м2/с 

 
 

Рис. 5.14. Зависимость 
комплекса ShD/ScD

0,5 от числа 
Рейнольдса Re: 1 – расчет по 
уравнению (5.3.9);  
2 – экспериментальные данные 
[42]. Система амиловый спирт–
фенол–вода 

 
 

Рис. 5.15. Зависимость 
комплекса ShD/ScD

0,5 от числа 
Рейнольдса Re. Система вода – 
уксусная кислота–бензол:  
1 – расчет по уравнению (5.3.9); 2 
– экспериментальные данные [52]; 
μ*=0,65 
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Уравнение (5.3.9) с параметром (5.3.10) можно рекомендовать для 
расчета коэффициентов массоотдачи в крупных каплях.  

На основе приведенных в данной главе результатов можно 
рекомендовать следующий интервал применения предложенных уравнений: 
уравнения (5.1.2), (5.1.3) 10<Re<103, 1<Sc(Pr)<2⋅103; уравнение (5.2.3) для 
капель при свободном движении 20<Re<400, 500<Sc<2⋅103; уравнение (5.3.4) 
для капель при свободном движении Ре*Fo≥3, 20<Re<250, 500<Sc<3⋅103; 
уравнение (5.3.6) Ре*Fo<3, 20<Re<200, 300<Sc<600; уравнение (5.3.9) для 
осциллирующих капель 200<Re<700. 

 
5.4. Массоотдача в аппаратах с вводом внешней энергии  

в контактирующие фазы 
 

Массообменные аппараты могут быть подразделены на работающие 
под действием гравитационных сил и под действием внешней энергии, 
вводимой в жидкость. Ввод внешней энергии интенсифицирует процесс 
массопередачи и осуществляется путем сообщения контактирующим фазам 
колебательного движения (пульсацией или вибраций), перемешивания 
механическими мешалками или за счет центробежных сил. 

Рассмотрим применение уравнений математической модели для 
расчета коэффициентов массоотдачи в аппаратах с внешним вводом энергии 
в контактирующие фазы при жидкостной экстракции и растворении твердых 
частиц.  

Одним из основных параметров, представленных в разделах 5.2 и 5.3 
уравнений, является динамическая скорость в пограничном слое на 
межфазной поверхности дисперсной фазы. Получил применение подход [3, 
24, 36, 40, 45, 54], когда динамическую скорость выражают через среднюю 
величину диссипации энергии ∗u ∼ ( )εf . Диссипацию энергии находят в виде 
отношения мощности, потребляемой на создание пульсаций, вибраций или 
на перемешивание, к объему жидкости в рабочей зоне аппарата . 
При этом допускается, что мощность равномерно распределяется по объему 
среды. 

жN/V=ε

Найдем динамическую скорость в пограничном слое сплошной фазы 
на поверхности раздела с дисперсной. 

Безразмерная толщина вязкого подслоя  в работах [3, 55, 56] 
принимается на основе двухслойной модели плоского турбулентного 
пограничного слоя в виде ≈11,6; индекс «с» – сплошная фаза. Известно, 
что переход от ламинарного режима к развитому турбулентному обусловлен 

с1R

с1R
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достижением некоторого критического числа Рейнольдса Re. Например, для 
трубы это значение Re>104. Однако даже при достижении критического 
числа Re на начальном участке пограничный слой остается ламинарным. 
Относительный размер ламинарного участка зависит от шероховатости и 
кривизны поверхности, а также от интенсивности турбулентности 
набегающего потока. Так, например, размер взвешенных частиц в аппарате с 
перемешивающими устройствами меньше длины начального участка и их 
движение осуществляется с числами Re<103. Поэтому в этих условиях 
пограничный слой на элементах дисперсной фазы ламинарный. Однако 
турбулентность внешнего потока оказывает влияние на формирование 
пограничного слоя и на скорость переноса импульса и массы, что 
подтверждается экспериментально [3, 28, 55, 56]. В работе [28] методом 
голографической интерферометрии установлены автомодельность профиля 
концентрации, характерная для ламинарного пограничного слоя, и наличие 
логарифмического профиля концентрации, присущей турбулентным 
пограничным слоям. Пульсации турбулизованного внешнего течения, 
проникая в вязкий подслой, вызывают усиление процессов массопереноса. 
Все вышеперечисленное позволяет рассматривать пограничный слой как 
«псевдоламинарный» и, следовательно, безразмерная толщина вязкого 
подслоя может отличаться от значения ≈11,6. с1R

Поэтому для системы с подвижной поверхностью раздела используем 
потоковое соотношение:  

 
сс Δργτ ∞= U ,     (5.4.1) 

 
где сΔ ∞U  – средняя скорость относительного движения фаз, м/с; 

( ) .Δ сгрс UUU −= ∞∞  В частности, для капель при ∗μ >3 и твердых частиц 
. 0гр =U

Коэффициент переноса импульса  найдем путем интегрирования 
(5.2.17) с коэффициентом турбулентного обмена (5.2.2) [39, 40].  

сγ

При n=2 получены выражения (5.2.21), а при n=3–(5.2.22). 
Из (5.4.1) найдены средние значения безразмерной толщины вязкого 

подслоя.  
При n=2 получено 
 

(
21

ссс1 arctgΔ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

−
∗∞ RuUR ) .    (5.4.2) 
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При n=3 имеем  
 

( )
1,5

1
1с 1 2

с

6 3ΔUR К К
u

−∞

∗

⎡ ⎤
= + + π⎢

⎣ ⎦
⎥ ,   (5.4.3) 

 
где значение коэффициентов К1 и К2 даны после формулы (5.2.22). 

Следовательно, при известных значениях средней диссипируемой 
энергии  и среднем градиенте скорости ε ∞ΔU  характеристики пограничного 
слоя с различными гидродинамическими возмущениями определяются из 
уравнений (5.2.20), (5.2.21), (5.4.2) при n=2 и (5.2.20), (5.2.22), (5.4.3) при n=3.  

При известном значении с∗u  динамическую скорость в пограничном 
слое дисперсной фазы найдем на основе (5.3.11). 

Следует отметить, что коэффициенты массоотдачи в сплошной фазе 
для капель вычисляются по выражению (5.2.3), а для твердых частиц и 
капель при >>1 по уравнению (3.3.47). ∗μ

 
Аппараты с механическим перемешиванием 

 
В аппаратах с перемешивающими устройствами при значениях 

центробежного числа Рейнольдса >102
ц м cRe nd /v= 3 режим движения среды 

турбулентный [3].  
Рассмотрим определение коэффициентов массоотдачи в сплошной 

фазе двух контактирующих жидкостей с подвижной поверхностью раздела 
[24, 45, 54, 57, 58]. В этом случае формула для расчета коэффициента 
массоотдачи имеет вид (5.2.3). 

Динамическую скорость в сплошной фазе найдем из решения системы 
уравнений (5.2.20), (5.2.21), (5.4.2) со средней величиной диссипации энергии 

 

,
ж

5
м

3
с

ж V
dnk

V
N Nρ

==ε                                       (5.4.4) 

 
где N – мощность, потребляемая на перемешивание, Вт; Vж – объем 
жидкости, м3; kN – критерий мощности, зависящий от типа мешалки, 
размеров и конструкции аппарата, а также свойств перемешиваемой среды. 
Для известных типов мешалок в литературе [3, 59] приведены 
экспериментальные зависимости kN от числа Рейнольдса .  2

ц мRe nd /= νс
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Средняя движущая сила переноса импульса cU ∞Δ  в выражении (5.4.2) 
зависит от скорости движения капли относительно сплошной среды и 
средней скорости жидкости на межфазной поверхности. 

Определение средней скорости ∞U  относительного движения 
дисперсных элементов в перемешиваемой среде является сложной задачей, 
которая не имеет пока точного аналитического решения. 

В работе [60] предлагается среднюю скорость движения дисперсной 
частицы представить как результирующую скоростей 

 

,uwwU 22
обт

2
oc ε∞ ++=                                   (5.4.5) 

 
где  – скорость свободного осаждения дисперсной частицы, м/с;  – 
скорость проскальзывания, м/с;  – средняя скорость турбулентных 
пульсаций порядка диаметра частицы, м/с. 

осw обтw
εu

Скорость осаждения найдем из условия равенства силы, движущей 
частицу, и силы сопротивления среды по известному выражению 

 

,
ξρ3

Δρ8

с

к
к

gRV =∞                                            (5.4.6) 

 
где DρρρΔ с −= ; Rк – радиус частицы; ξ  – коэффициент сопротивления. 

Скорость проскальзывания  может быть вычислена из уравнения 
балансов сил, действующих на частицу. 

обтw

Однако, вследствие большой сложности аналитического решения 
системы уравнений [60], принимаем скорость проскальзывания, равной 
скорости обтекания дисперсной частицы потоком вращения 
перемешивающего устройства, частоты вращения, разности сплошной и 
дисперсной фаз [61] 

 

,
3
Δ

мc

к
2

м
обт d

RUw
ξρ
ρπ

=     (5.4.7) 

 
где  – скорость вращения конца лопасти мешалки, м/с; , n – 
частота вращения, с

мU мм ndU π=
–1; dм – диаметр мешалки, м.     
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Входящая в уравнение (5.4.5) скорость εu  рассматривается [3, 60] как 
скорость обтекания частицы турбулентными пульсациями порядка диаметра 
частицы, выраженная через величину диссипации энергии 

 
1
3к2 .

с

Ruε
⎛ ⎞ε

≈ ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠
     (5.4.8) 

 
Таким образом, движущая сила переноса импульса в пограничном 

слое сплошной среды в формуле (5.4.2) получит вид 
 

,Δ гр
2
ε

2
обт

2
oc UuwwU −++=∞     (5.4.9) 

 
где среднее значение скорости жидкости на межфазной поверхности капли 
найдем на основе использования уравнения (5.2.10). 

Расчет показывает, что значение параметра  для капель находится 
в пределах ≈6–8. 

с1R

с1R
Результаты расчета [24, 62–64] коэффициента массоотдачи в 

сплошной фазе по уравнению (5.2.3) и сравнение с опытными данными [3, 
65] показано на рис. 5.16. Эксперименты [65] проводились в проточном 
смесителе диаметром aD =38 мм при перемешивании 2-лопастной мешалкой 
с соотношениями диаметра мешалки, ширины лопасти и диаметра аппарата, 
равными соответственно 1 : 2; 1 : 10. 

 
Рис. 5.16. Зависимость 

коэффициентов 
массоотдачи βс в сплошной 
фазе от комплекса  при 
экстракции различных 
систем: 1 – расчет по 
уравнению (5.2.3);  

мnd

2 – экспериментальные 
данные, обобщенные в 
работе [3] 

 
Для твердых частиц и капель с большой вязкостью, относительно 

сплошной среды, коэффициенты массоотдачи в сплошной фазе можно 
определить по уравнению (3.3.47) с параметром (5.4.3). Проведенные 
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расчеты безразмерной толщины вязкого подслоя показывают, что ≈15 –
 25. 

c1R

Многие авторы изучают массоотдачу в сплошной фазе при 
растворении твердых частиц. На рис. 5.17 показана корреляция расчетных 
[62–64] и экспериментальных данных [60] при растворении анионообменной 
смолы в растворе соляной кислоты. Диаметр частиц анионообменной 
смолы – 30,8⋅10–6; 593⋅10–6, м. 

На рис. 5.18 приведено сравнение рассчитанных по модели и 
экспериментальных данных различных авторов, обобщенных в работе [3], 
при растворении твердых взвешенных частиц в аппаратах с мешалками. 
 

Рис. 5.17. Корреляционная 
зависимость расчетных и 
экспериментальных значений 
коэффициента массоотдачи βс 
от диссипации энергии ε:  
1, 2 – расчет по уравнению 
(3.3.47);  
3, 4 – экспериментальные данные 
[60]. Диаметр частиц (м): 1, 3 – 
30,8 ⋅ 10–6;  
2, 4 – 593 ⋅ 10–6

 
 

 
Рис. 5.18. Зависимость 

комплекса ( )0,253
с с сSc/ /β ν  от 

диссипации энергии:  
1 – расчет по уравнению (3.3.47);  
2 – экспериментальные данные 
[3] 

 

( )0,253
с с сSc/ /β ν  

 
Приведенные в данной главе уравнения проверены для аппаратов с 

механическим перемешиванием: Reц>103, 10–4<dк<10–3 м, 500<Sc<1700. 
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Вибрационные аппараты 
 
Одним из наиболее эффективных способов подведения 

дополнительной внешней энергии является наложение низкочастотных 
колебаний на взаимодействующие фазы. Аппараты, в которых используются 
низкочастотные колебания, характеризуются высокой эффективностью при 
большой удельной производительности. Происходит это вследствие того, что 
вводимая внешняя энергия распределяется равномерно или по заранее 
заданному закону, по поперечному сечению и высоте аппарата. Это в свою 
очередь ведет к определенному распределению поля скоростей 
взаимодействующих фаз. Тем самым создаются предпосылки к 
оптимальному дроблению дисперсной фазы, к уменьшению ее 
полидисперсности, а также к выравниванию поперечной неравномерности и 
уменьшению продольного перемешивания. 

Низкочастотные колебания можно подводить в массообменную 
аппаратуру двумя способами: за счет создания возвратно-поступательного 
движения взаимодействующих фаз и колебательного движения насадки 
аппаратов. Первый способ реализуется в пульсационных аппаратах, второй –
 в вибрационных. 

Аппараты с вибрирующей насадкой характеризуются наличием в них 
перемешивающих устройств, совершающих колебательные движения и 
получающих колебательные импульсы от вибраторов. Аппараты с 
вибрирующей насадкой, благодаря целому ряду достоинств, находят 
применение в промышленности [66–69]. 

Так, в производстве капролактама используются колонны с 
вибрирующими тарелками конструкций Прохазки, ГИАП, КРИМЗ. Каждый 
диск данных насадок (тарелок) имеет срез по хорде, отсекающий от 5 до 15 % 
площади диска. Насадка собирается так, чтобы срезы соседних дисков 
располагались у противоположных сторон корпуса аппарата. При работе 
экстрактора часть потока рабочих сред проходит через сегментообразные 
сечения, имеющиеся в местах срезов дисков, двигаясь в межтарельчатом 
пространстве в поперечном направлении. Другая часть потока проходит через 
отверстия с направляющими лопатками, ориентированными определенным 
образом. У насадки КРИМЗ эта ориентация по концентрическим окружностям; 
насадки ГИАП-3– вдоль радиальных линий. 

Насадка ГИАП-2 представляет собой набор горизонтальных дисков с 
прямоугольными отверстиями, снабженными направляющими лопатками, 
позволяющими создать активное поперечное движение рабочих сред, 
полностью исключающими их вращение и центробежную сепарацию. При этом 
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несколько ухудшаются условия подведения внешней энергии и 
секционирования. 

Схематично виброэкстрактор и насадка ГИАП-2 изображены на 
рис. 5.19, 5.20. 

 

 

 

Рис. 5.19. Схема 
экстракционной 
колонны с насадкой 
ГИАП-2: 1–корпус 
колонны; 2,3–отстойные 
зоны; 4–диски насадки; 
5–штанга 

Рис. 5.20. Насадка 
ГИАП-2 (вид сверху) 
 

 
Для исследования экстракции капролактама водой из трихлорэтилена 

использовалась в работе [66] колонна диаметром 100 мм с двадцатью 
тарелками насадки ГИАП-2. Объемное соотношение дисперсной (вода) и 
сплошной фаз W1:W2=1:2; суммарный расход фаз ∑ =17W  м3/(м2ч). Частоту 
колебаний тарелок варьировали в пределах 2,5÷5,5 с–1 при 
амплитуде s=8×10–3 м. Доля свободного сечения колонны 30 %; 
относительная площадь сегментарного среза – 9 %. 

Ниже рассмотрено применение уравнений математической модели 
массоотдачи (из предыдущих разделов) для расчета коэффициента 
массопередачи и дано сравнение с экспериментальными данными. 

Для расчета коэффициентов массоотдачи и массопередачи 
необходимо оценить долю дисперсной фазы, проходящей через различные 
зоны тарелки – отверстия и сегментный срез. 
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Средние коэффициенты массоотдачи и массопередачи находятся по 
уравнениям 

 
,ΔβΔββ срсроо iiiii +=      (5.4.10) 

 
,ΔΔ осроо iхiхх ККК +=      (5.4.11) 

 
где oo xi K,β  – коэффициент массоотдачи и массопередачи в зоне тарелки, а 

 – в зоне среза тарелки. срср ,β xi K
Доля капель, прошедших определенную зону  или ioΔ icΔ , 

выражается через отношение соответствующего объемного расхода потока к 
общему объемному расходу V  ее через сечение колонны: 

 

,Δ o
o V

V i
i =  .Δ cр

c V
V i

i =      (5.4.12) 

 
Объемные расходы зон  связаны со скоростями потока 

 и поперечными сечениями соответствующих зон  

следующими соотношениями: 

o cр,iV V i

ii uu рco , o cр,S S

 
,ooo SuV ii =  .рccрc SuV ii =    (5.4.13) 

 
Неравномерность распределения скоростей в зонах можно учитывать 

через их гидравлическое сопротивление [70] 
 

.
Δ
Δ

o

рc

рc

o

i

i

i

i
P
P

u
u

=     (5.4.14) 

 
Используя известные значения , определяем суммарный 

объемный расход потока через сечение колонны  
ii uu рco ,

 
.рcрcoo SuSuV ii +=      (5.4.15) 

 
В табл. 5.3. приведены результаты расчета коэффициентов 

массоотдачи по сплошной и дисперсной фазам и массопередачи в различных 
зонах тарелки. 
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Т а б л и ц а 5.3 
 

Результаты расчетов коэффициентов массоотдачи по зонам и средних 
коэффициентов массоотдачи и массопередачи 

 
ε , 

Вт/м3
5

о

10

β

×

×D  

5
cр

10

β

×

×D

 
510

β

×

×
D

 

4
оc

10

β

×

×
 

4
сср,

10×

×β

 

4
с

10

β

×

×
 6

o

10×

×xК

 

6
сс

10×

×xК

 

610×

×хК  

200 1,98 0,66 2,64 2,17 0,72 2,9 5,17 1,72 6,9 
400 1,29 0,43 1,72 2,85 0,95 3,8 3,43 1,14 4,58 
600 1,03 0,34 1,37 3,3 1,1 4,4 2,74 0,92 3,66 

 
На рис. 5.21 представлена корреляция расчетных и 

экспериментальных значений коэффициента массопередачи в 
виброэкстракторе с насадкой ГИАП - 2 [66]. Снижение значений 
коэффициента массопередачи объясняется уменьшением диаметра капель, а 
общее повышение эффективности массопередачи в виброэкстракторе 
достигается за счет увеличения площади межфазной поверхности. 

 

 

ε  

 
Рис. 5.21. Зависимость коэффициента 

массопередачи Кх от диссипации энергии ε: 1 – расчет [24]; 
2 – эксперимент [66] 

 
Расхождение результатов расчета коэффициентов переноса по 

уравнениям математической модели с опытными значениями находится в 
пределах ±(15 – 25) %, при 2·10–4<dк<5·10–4 м и 500<Sc<1000. 
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Г Л А В А 6 
 

МАССО- И ТЕПЛООТДАЧА В АППАРАТАХ ПЛЕНОЧНОГО ТИПА  
  

Проведение различных процессов тепло- и массообмена в двухфазных 
системах путем контактирования газа или пара с тонкой пленкой жидкости 
является, наряду с барботажом, одним из основных в различных отраслях 
промышленности. 

В данной главе рассмотрен подход математического описания переноса 
импульса, массы и тепла в ламинарных и турбулентных пленках, основанный  
на развитии гидродинамической аналогии и модели диффузионного 
пограничного слоя (глава 2, 3), что позволяет вычислять кинетические 
характеристики двухфазных систем только на основе использования 
результатов гидравлического исследования контактных устройств.  

Автор не претендует на всестороннее рассмотрение процессов 
переноса при пленочном течении. Этим вопросам посвящены 
многочисленные работы различных авторов (см. раздел 1.3). 
 

6.1. Насадочные колонны 
  
 Рассмотрим процессы массоотдачи в колоннах с нерегулярной 
насадкой, т.е. засыпанной внавал. 

В насадочных колоннах жидкость по возможности равномерно 
распределяется по поверхности насадочных элементов, образуя на них 
жидкую пленку. Газ (или пар) также разделяется на ряд потоков, которые 
движутся в каналах сложной формы, образованными насадкой и стекающей 
жидкостью. При сравнительно невысокой скорости газа течение жидкости 
имеет в основном пленочный характер, и движение фаз осуществляется 
противотоком. Этот режим из-за небольшого гидравлического 
сопротивления получил наибольшее распространение при проведении 
процессов разделения. Увеличение скорости газа в колонне до некоторого 
критического значения приводит к торможению жидкой фазы и ее 
подвисанию. При этом гидравлическое сопротивление насадочной колонны 
резко увеличивается, а процессы массо- и теплоотдачи значительно 
интенсифицируются [1–5]. Конструкции и режимы работы насадочных 
колонн подробно рассмотрены в различных монографиях (см. 
библиографический список к разделу 1.4). 

 272



Рассмотрим применение уравнений, приведенных в главах 2 и 3 для 
расчета коэффициентов массоотдачи в насадочных колоннах различных 
конструкций при пленочном режиме [6–13].  

 
Массоотдача в жидкой фазе 

  
Теоретический анализ и экспериментальные исследования 

гидродинамических закономерностей в слоях насыпной насадки показывают 
[14–17], что пленочное течение жидкости по насадочным элементам 
небольших размеров является ламинарным и безволновым.  

При моделировании массоотдачи в насадочной колонне примем 
известное допущение, что при перетекании жидкости с одного насадочного 
элемента на другой в жидкости происходит полное перемешивание. 
Следовательно, с передней кромки каждого насадочного элемента на его 
поверхности происходит формирование пограничного слоя. Согласно 
исследованиям Дэвидсона пленочное течение в беспорядочных насадках 
соответствует пленочному течению по вертикальным поверхностям с 
поправочным коэффициентом 2/π=k  при эквивалентном критерии 
Рейнольдса, равном . плэкв Re2/Re π=

Если касательное напряжение на границе раздела фаз незначительно, 
т.е. при условии << , что имеет место при работе насадочных 
колонн до точки подвисания, то профиль скорости в пленке описывается 
выражением:  

жгτ − 0жρ δg

 

0 0sin ,
2 2z
y gy y gy πU

ν ν
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= δ − α ≈ δ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ 2

   (6.1.1) 

 
где  – угол наклона поверхности элемента к горизонту.  α

Для беспорядочной насадки (засыпанной внавал), как отмечено выше, 
2/π=k . Тогда коэффициент массоотдачи в жидкой фазе при равномерном 

распределении потока найдем по (2.3.7): 
 

ж ср 0,5
ж 1,367 Sc .

2
ν U

l
−π

β = ж     (6.1.2) 

 
В качестве характерного размера примем эквивалентный диаметр 

насадки с учетом смачиваемости поверхности [18]   
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,4 св

w
э α

εd
ψ

=
ν

     (6.1.3) 

 
а среднее значение длины пути жидкости по элементу насадки запишем в 
виде  ;  – коэффициент смачиваемости поверхности (1.4.6).  2/πdl э= wψ

Среднюю скорость жидкости в слоях насадочных элементов выразим 
через удельный расход Qж (м3/м2с) и динамическую составляющую 
задержки жидкости  

 

.
жд

ж
ср ε

=
QU       (6.1.4) 

 
В результате уравнение (6.1.2) получит форму [10]   
 

ж
ж

св жд

ψ
β 1,367 .

4ε ε
wQα Dν=     (6.1.5) 

 
Данное выражение содержит параметры, которые, как правило, 

определяются при гидравлическом исследовании насадочных колонн – 
задержку жидкости и коэффициент смачиваемости поверхности насадки [18].  

Коэффициенты массоотдачи можно определить также на основе 
обобщения гидродинамической аналогии на градиентные потоки (раздел 2.4). 
При ламинарном течении пленки жидкости воспользуемся уравнением 
(2.4.4), где , а среднее касательное напряжение найдем на основе 
известного коэффициента гидравлического сопротивления насадки [19] по 
приближенной формуле 8 . В результате получим [6] 

э2/π dl =

/ξρτ 2
∞= U

 
1

2 3
0,5ж

ж
ξ0,62 Sc ,

4 э

U
d

−∞⎛ ⎞ν
β = ⎜ ⎟⎜ ⎟π⎝ ⎠

ж    (6.1.6) 

 
где жээ /Re;45,0Re/3,36ξ νdU э∞=+= .  

Расчет коэффициентов  по формулам (6.1.5) и (6.1.6) показывает 
удовлетворительное согласование с опытными данными и с расчетом  по 
эмпирическим выражениям (рис. 6.1–6.5). 

жβ
жβ
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Рис. 6.1. Зависимость коэффициентов массоотдачи от расхода 
жидкости в колонне с кольцами Рашига: 1а, 1б – расчет по уравнениям 
(6.1.5) и (6.1.6); 2 – расчет по уравнению Касаткина [20]; 3 – расчет по 
уравнению [21]. Процесс десорбции СО2 из воды воздухом. Кольца 10 и 
15 мм 

 
 

Рис. 6.2. Кольца 20 и 25 мм. Остальные обозначения см. на рис. 6.1 
 

Рис. 6.3. Зависимости 
объемных коэффициентов 
массоотдачи от расхода 
жидкости. Сплошные линии –
расчет по уравнениям (6.1.5) и 
(6.1.6): 1 – кольца – 8 мм; 2 –
12 мм; 3 – 20 мм: а) десорбция СО2

из воды воздухом; б) десорбция О2

из воды воздухом. 
Экспериментальные данные из 
работы [20]  
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Рис. 6.4. Зависимости коэффициентов массоотдачи для насадки 

из трехгранных спиралей от расхода жидкости: а - десорбция СО2 из 
воды воздухом; б – ректификация смеси бензол – толуол; 1а, 1б – расчеты 
по уравнениям (6.1.5) и (6.1.6); 2 – расчет по критериальному выражению 
[22] 

 
Рис. 6.5. Зависимости коэффициентов массоотдачи для насадки 

из колпачков сетки от расхода жидкости. Обозначения  см. на 
рис. 6.4 

 
Выражения (6.1.2) или (6.1.5) можно записать в критериальном виде 
 

0,5 0,5
ж жSh 1,71Re Sc= ж , 

 
где ;/Re;/Sh жэсржжэж ν=β= dUDd  dэ – по (6.1.3); Uср – по (6.1.4). 

 
Массоотдача в газовой фазе 

  
В орошаемой насадочной колонне по сравнению с сухой насадкой 

(раздел 1.4) свободный объем уменьшается на величину , скорость газа 
возрастает, и на поверхности раздела фаз в результате трения газа и 

жε
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жидкости возникают касательные напряжения. Это приводит к увеличению 
гидравлического сопротивления. 

Известно, что при пленочном режиме работы насадочной колонны, до 
захвата жидкости газом, газовый поток очень слабо влияет на параметры 
пленочного течения [18]. Большинство экспериментальных данных при 
исследовании массоотдачи в газовой фазе в насадочных колоннах дает 

зависимость [18, 23–25]: ~гβ
2
3гD , что, согласно модели диффузионного 

пограничного слоя и соотношения (3.3.26), соответствует значению n=m=3.  
В этом случае коэффициент массоотдачи в газовой фазе при 

разделении бинарных смесей можно вычислить по уравнению (3.3.47), а 
многокомпонентных смесей по (3.4.11) и (3.4.12). Динамическую скорость в 
пограничном слое на межфазной поверхности газ – жидкость можно 
вычислить на основе диссипируемой энергии газового потока по формулам 
(3.6.4) или (3.6.29), где средняя диссипация энергии равна:  

 

( ) ,
εε

ε
жсв

жг
жг Н

WР k
−

Δ
= −

−      (6.1.7) 

 
где  – составляющая перепада давления жг−ΔР орРΔ  в орошаемой насадке, 

вызванная наличием жидкой фазы; Н – высота слоя насадки.  
Если вся поверхность насадочных элементов смочена жидкостью, то 
= . В случае значения коэффициента смачиваемости поверхности 

<1, что имеет место при пленочном режиме работы, запишем 
.  

жг−ΔР орРΔ

wψ
( )wРРP ψ−−≈− 1ΔΔΔ сухоржг

Средняя движущая сила переноса импульса ∞ΔU  в формуле (3.6.17) 
будет иметь большее значение, чем в сухой насадке, из-за сужения каналов 
стекающей жидкостью. Кроме этого необходимо учитывать скорость 
движения жидкой фазы в виде грUUU ±=Δ ∞∞ , где знак «+» – для 

противоточного движения фаз, а «–» – прямоточного.  
Многочисленные расчеты [12, 26] коэффициента массоотдачи (3.3.47) в 

газовой фазе при пленочном режиме работы насадочных колонн показывают, 
что значение функции ( )Sc,1Rfb =  в выражении, аналогичном (4.8.1), 
находится в пределах b=30–90. Причем при увеличении расхода жидкости 
значение параметра b увеличивается, что связано с увеличением скорости 
газа за счет уменьшения проходного сечения канала.   

В итоге получено уравнение 
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0,25
г

г ж
г

г 2
0,43г ж

νε
ρ

β 0,013

Sc Q

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= .    (6.1.8) 

 
При известном среднеповерхностном коэффициенте массоотдачи , 

объемный коэффициент массоотдачи найдем по известному выражению  
гβ

 
( ) ааа ψββ гг ν= ,     (6.1.9) 

 
где  – коэффициент активной поверхности массопередачи [18].   аψ

Уравнения (3.3.47), (6.1.8) проверены путем сравнения результатов 
расчета с известными экспериментальными данными и по эмпирическим 
выражениям (рис. 6.6–6.9).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
Рис. 6.6. Зависимость 

объемного коэффициента 
массоотдачи в газовой фазе от 
числа Рейнольдса: 1 – расчет по 
уравнению (6.1.9); 2,3,4 – по 
уравнениям Догерти, Бордена и 
Молстэда, соответственно. 
Расход жидкости 10 м3/(м2·ч) 

 
Рис. 6.7. Зависимость коэффициента массоотдачи в газовой фазе от 

скорости газа в колонне: 1 – по уравнению (3.3.47) или (6.1.8); 2,3 – по 
эмпирическим выражениям [21] и [18]. Коэффициент массоотдачи отнесен к 
смоченной поверхности насадки 

3 1
г( ) 10 , ча  − −β ⋅

 

гRe

1

2 3

4 
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Г св Г
0,330,52 0,16Nu / Ga Scε  

ГRe / 2  

 
 
Рис. 6.8. Корреляция 

данных по массоотдаче в 
газовой фазе с насадкой из 
Колец Рашига: 1,4 – кольца 
10 мм; 2,5 – 15 мм;  
3,6 – 25 мм. 1 – 3 – расчет по 
уравнению (3.3.47);  
4 – 6 –экспериментальные 
данные, обобщенные в работе 
[18]. Коэффициент 
массоотдачи отнесен к 
смоченной поверхности 
насадки 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

Г св
0,52 0,16Nu / Gaε Г

0,33Sc  

ГRe / 4  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рис.6.9. Массоотдача в 
газовой фазе с седлами Берля: 
1,4 – седла 13 мм; 2,5 – 25 мм; 
3,6 – 38 мм. Остальные 
обозначения см. на рис. 6.8 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Результаты расчета показывают, что коэффициент массоотдачи , 

отнесенный к поверхности контакта фаз, слабо зависит от расхода жидкости. 
Зависимость объемного коэффициента от расхода жидкости имеет вид 

~Q , что вызвано зависимостью коэффициента смоченной 
поверхности насадки от нагрузки по жидкой фазе.  

гβ

( )гβа 0,3 0,4
ж

−

Аналогичным путем на основе уравнений (3.4.11) и (3.4.12) можно 
определить диагональные матрицы коэффициентов массоотдачи при 
разделении многокомпонентной смеси.  
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6.2. Турбулентное движение пленки жидкости и газа  
в режиме слабого взаимодействия 

  
Рассмотрим процессы тепло- и массообмена в режиме слабого 

взаимодействия газового потока с турбулентной пленкой жидкости. Такой  
режим, например, реализуется в пленочном аппарате трубчатого типа при 
скорости газа менее 8–10м/с ( ) [15, 18, 27, 28].  4

ог 102Re ×≤
  

Тепло - и массоотдача в турбулентной пленке 
  

Используя подход, приведенный в главе 3, получим уравнения для 
определения коэффициентов тепло- и массоотдачи при развитом 
турбулентном  режиме движения ( )2000/4Reпл ≥= νq  пленки жидкости по 

гладкой вертикальной поверхности; ( )см/м3 ⋅−q .  
Для определения коэффициента теплоотдачи в турбулентной пленке 

используем трехслойную модель пограничного слоя Кармана и модель 
диффузионного пограничного слоя Ландау – Левича, и сравним полученные 
результаты.  

Зависимость коэффициента теплоотдачи от коэффициента 
молекулярного переноса согласно данным [29] имеет вид ~ .  α 0,5а

Отсюда в зависимости (3.3.26) следует m=2, и на основе выражения 
(3.2.19) получим  

 

([ )]
,

ν/30lnlnδ5,06ln15Pr

ρ

∗

∗

−++
=

u

uс
α р    (6.2.1) 

 
где динамическую скорость в пограничном слое на стенке канала запишем в 
известной форме , где  – толщина пленки.  ( )0,5

0u gδ∗ = 0δ
На участке стабилизированного течения в качестве толщины 

пограничного слоя примем среднюю толщину пленки [30, 31] (рис. 6.10).  
Уравнение (6.2.1) для определения коэффициента теплоотдачи в 

турбулентной пленке является приближенным, так как коэффициенты 
турбулентного обмена теплом ( ) ( )yDyа TТ массойи  в данном случае имеют 
более сложную зависимость [14, 29, 32–36], чем в модели Кармана.  

В работе Левича для турбулентной пленки получены приближенные 
выражения:  
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( )
σ
νρ 32

Т
′

≈
yа , ( )32

0
Т

y ν
D

′ρ
≈

σ
,   (6.2.2) 

 
где  – поверхностное натяжение, Н/м; yσ 0 – поперечная координата с точкой 
отсчета от межфазной поверхности пленки. 
 

 

 
 
 
 

Рис. 6.10. Возникновение 
пограничного слоя на начальном 
участке жидкой пленки: 1 – область 
пограничного слоя; 2 – область 
потенциального течения  

 

 
В пограничном слое на стенке канала в качестве характерной скорости 

турбулентных пульсаций  обычно принимают динамическую скорость 
. 

ν′
( )∗≈′ uν

Из выражений (3.3.10), (6.2.2) можно записать  
 

( )
,arctg

/ 1
32

1

0 22
1

32
0

32

1

k
I

k
I

uck

d
ucuya

dy
c
II

ppр δρ

σ
=

ϕ+

ϕ

δρ

σ
=

σρ+ρ
≈

α ∗∗

δ

∗
∫∫  

 
где  ;  – толщина вязкого подслоя, м; а – 
коэффициент температуропроводности, м

,δρσ 2
1

3
∗= u/ak 1δ/φ y= 1δ

2/с.  
Отсюда получим приближенное уравнение для определения 

коэффициента теплоотдачи [10, 37]   
 

1

1arctg
−

∗∗
∗ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ

ρ
ν

σ
ρ

ρ=α
a
uRauuср .   (6.2.3) 
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Значение arctg здесь и далее в радианах. 
Если допустить, что профиль скорости в турбулентной пленке 

описывается законом корня одной седьмой степени [28], то безразмерную 
толщину вязкого подслоя νδ11 /uR ∗=  можно определить по формуле (3.2.7) 
при n=7  
 

17
66

1
0

,UR
u u
∞

∗ ∗

⎛ ⎞⎛ ⎞ ν
= ⎜ ⎟⎜ ⎟ δ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

    (6.2.4) 

 
где средняя скорость на внешней границе пограничного слоя (межфазной 
поверхности пленки) согласно закону корня 1/7 имеет значение 

.  ср15,1 UU =∞

Найдем параметр R1 на основе условия баланса импульса в 
пограничном слое. Для этого сопротивление переносу импульса представим 
в форме (3.2.17), используя коэффициент турбулентного обмена в виде (6.2.2) 
и допуская, что 1PrT ≈ , имеем: 

 

.
/

1Δ 1

0
32∫

δ

∗

∞

σρ+ν
≈

γ
=

τ
ρ

uy
dyU  

 
 

Отсюда приближенное выражение для расчета  получит вид [10, 37]:  1R
 

.Δtg1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ

νρ
νρ
σ

=
∗

∞
∗ u

U
u

R     (6.2.5) 

 
Учитывая, что на стенке канала выполняется условие прилипания 

жидкости, запишем ср15,1Δ UU =∞ .  

Проведем сравнение результатов расчета коэффициентов теплоотдачи 
по выражениям (6.2.1) и (6.2.3) с параметрами (6.2.4) и (6.2.5), используя 
известное уравнение [29]   

 

,PrRe0325,0Nu 5,025,0
пл пл

=
λ
αθ

=    (6.2.6) 
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где ( )
1

2 3пл ср 0Re / / ; /q U g= ν = δ ν θ = ν  – приведенная толщина пленки, м. 

В табл. 6.1 представлены результаты расчета числа Нуссельта по 
вышеприведенным зависимостям для случая теплоотдачи между стенкой 
канала и водой при температуре 100 °C.   

 
Т а б л и ц а 6.1 

 
Результаты расчета числа Нуссельта для турбулентной пленки 

 
Уравнения 

(6.2.3) 
№ плRe  

(6.2.6) (6.2.1) 
(6.2.4) (6.2.5) 

1 2,5·103 0,214 0,316 0,287 0,236 
2 5·103 0,255 0,351 0,353 0,267 
3 104 0,304 0,394 0,435 0,302 
4 2·104 0,361 0,445 0,536 0,344 
5 4·104 0,430 0,505 0,662 0,392 

 
На основе приведенных результатов можно сделать вывод о том, что 

наилучшее согласование (±10 %) с выражением (6.2.6) обеспечивает 
уравнение (6.2.3) с параметром R1 (6.2.5). На рис. 6.11 показаны расчетные и 
опытные значения коэффициентов теплоотдачи в безразмерном виде. 

 

 

 
 

Рис. 6.11. Корреляция 
данных по теплоотдаче при 
пленочном течении: 1 – 
расчет по уравнению (6.2.3);  
2 – опытные результаты 
различных авторов, 
обобщенные в работе [38] 

На основе расчета  по уравнениям (6.2.1), (6.2.3), (6.2.6) и 
многочисленных экспериментальных исследований, обобщенных в работе 
[38], следует зависимость   

α
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α ~ Re  .

.

25,0
пл

 
Результаты экспериментальных исследований массообмена в 

турбулентных пленках, стекающих по гладким вертикальным поверхностям, 
дают более сильное влияние числа Рейнольдса на коэффициент массоотдачи 
[14, 33, 39–41] 

 
β~ Re 84,07,0

пл
÷  

 
Следовательно, в турбулентной пленке гидродинамическая аналогия в 

форме (3.2.14) нарушается.  
Можно предположить, что это связано с различным характером 

изменения коэффициентов DT(y) и aT(y) вблизи стенки канала, в ядре потока 
и около границы раздела фаз [14, 29, 32–36, 42, 43]. Тогда, если процесс 
теплоотдачи лимитируется сопротивлением пограничного слоя у стенки, а 
основное сопротивление массоотдаче сосредоточено в тонкой области у 
поверхности раздела фаз, то вследствие различных функциональных 
зависимостей aT(y) у стенки и DT(y) вблизи межфазной поверхности, 
коэффициенты тепло- и массоотдачи будут иметь различную зависимость от 
гидродинамического режима ( ). плRe

Если в пограничном слое на стенке канала в качестве характерной 
скорости турбулентных пульсаций обычно принимается динамическая 
скорость, то в области у межфазной поверхности различными авторами было 
установлено, что пульсационная скорость пропорциональна средней 
скорости жидкости в пленке ν ~ .  ′ срU

Тогда функция (6.2.2) записывается в виде [32, 35]   
 

σρ⋅= /105,5 3
ср

23
T UyD .    (6.2.7) 

 
Также для этой области в работе [33] рекомендуется зависимость:  
 

( )
2

27 2,7583T пл3,153 10 Fr Re 1 ,D
−−= ⋅ ν − η    (6.2.8) 

 
где  ./4Re;/;/Fr пл00

2
ср ν=δ=ηδ= qygU

Найдем коэффициент массоотдачи в турбулентной пленке, используя 
функцию (6.2.7). Запишем интеграл  
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( )
1 1

0
2 3 3 2 320 00 ср ср 1 ср 1

1 1 arctg ,
/

dy d
kkD b y U b U b Uk

δ σ φ σ
= = =

β + ρ σ ρ δ ρ δ+ ϕ
∫ ∫

1

.

 

 
где 105,5,/,/ 3

10
2
1

3
ср

−⋅=δ=ϕδρσ= byUbDk  

Отсюда получено [10] 
 

.arctg/

1
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3
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1срср

−

∗ ⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

σ

ρ
νσρ=β

Du

Ub
RDUbU   (6.2.9) 

 
Аналогичным путем найдем коэффициенты массоотдачи на основе 

функции (6.2.8) [37]. Для этого выражение (6.2.8) запишем относительно 
начала координат Oy0, расположенных на межфазной поверхности пленки:  

 
( )2000T /δν= ybD ,    (6.2.10) 

 

где 
2

7 2,75830 пл3,153 10 Fr Re .b
−−= ⋅  

Проинтегрируем (3.3.9) с функцией (6.2.10):  
 

( ) ( )
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DbybD
dyI  (6.2.11) 

 
Отсюда получено [37]  
 

( )0,5
0

0,5
01

0 2
0

,
Sc

arctg
δ

b D

bR
u∗

ν
β =

⎡ ⎤⎛ ⎞ν⎢ ⎥δ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

    (6.2.12) 

 
где параметр R1 можно определить по уравнению (6.2.4).  

Выполненные расчеты показывают, что значение безразмерной 
толщины вязкого подслоя для данного случая находится в пределах R1=8÷12, 
и значение arctg в знаменателе выражения (6.2.12) равно 2/π . 
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Тогда уравнение (6.2.12) получит вид  
 

4 1,379
пл

1
0,53 0

5,6 10 Re2

Fr Sc

−⋅ ν
β =

π
δ

. 

 
После подстановки числа  и вычисления 

постоянных коэффициентов имеем [7, 37] 

gqgU 3
0

2
0

2
ср //Fr δ=δ=

 

( )
1

4 0,712 0,5
3 пл9 10 ν Re Sc ,g−β = ⋅ −    (6.2.13) 

 
или в критериальном виде 
 

5,0712,0
лп

4
ж ScRe109Sh −⋅= .   (6.2.14) 

 
Из этого уравнения следует зависимость ~ ,  которая 

соответствует экспериментальным данным [14, 39–41].  
β Re 712,0

пл

Сравнение результатов расчета числа Шервуда D/Sh βθ=  по 
уравнению (6.2.9) и (6.2.14) с опытными данными [40] (рис. 6.12) показывает 
их удовлетворительное согласование при развитом турбулентном режиме 
течения пленки, что позволяет рекомендовать данные выражения для 
практического применения. Следует отметить, что в уравнении (6.2.13) не 
учитывается кривизна канала, что допустимо при R>> 0δ (R – радиус канала).  

  
Рис. 6.12. Зависимость числа 

Шервуда в турбулентной пленке, 
стекающей по гладкой поверхности 
труб, от числа Рейнольдса при 
абсорбции кислорода воздуха 
дистиллированной водой: 1,2 – расчет 
по уравнениям (6.2.9) и (6.2.14) 
соответственно; 3 – опытные данные 
[39, 40] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

жSh  

ПЛRe

– 3 

 

При разделении многокомпонентной смеси коэффициенты 
массоотдачи найдем путем интегрирования выражения (3.4.8) с 
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коэффициентом DT(y) в виде (6.2.10). В результате аналогичных 
преобразований (6.2.11) получим диагональную матрицу коэффициентов 
массоотдачи [44]:  

при Li>0  
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при Li<0  
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где параметр R1 можно вычислить по уравнению (6.2.4).  
 

Массоотдача в газовой (паровой) фазе 
  

Режим слабого взаимодействия газового или парового потока с 
пленкой жидкости в орошаемых трубчатых контактных устройствах 
характеризуется  числами Рейнольдса Reг<20000. Большинство 
экспериментальных данных по гидравлическому сопротивлению и кинетике 
массоотдачи получены в интервале ( ) 3

г 10102Re ⋅−≈ , что соответствует 
переходному режиму движения от ламинарного к турбулентному. Для этого 
режима нет точного математического описания процессов переноса 
импульса, массы и тепла в пограничном слое даже однофазных сред.  

В переходном режиме движения необходимо учитывать как 
молекулярную, так и турбулентную диффузию субстанции в пограничном  
слое. Следовательно, коэффициент массоотдачи в газовой фазе (m=3) при 
разделении бинарных смесей можно определить по уравнению (3.3.47), а 
многокомпонентной смеси – по (3.4.11) и (3.4.12). Данные выражения 
содержат локальное число Рейнольдса для толщины вязкого подслоя R1, 
значение которого при развитом турбулентном движение двухфазной среды 
вычисляется по соотношению (3.5.4), полученному на основе известного 
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числа  для пограничного слоя пластины. В переходном режиме 
значение параметра R

6,1110 ≈R

10 для пластины неизвестно. В этом случае параметр R1 
в пограничном слое газового потока на межфазной поверхности с пленкой 
жидкости найдем на основе баланса импульса, используя выражение (3.6.21) 
с 

 
( )грΔ UWU ±= ∞∞ , где знак «+» для противоточного движения фаз, а «–»– 

прямоточного.  
Среднюю скорость на межфазной поверхности волновой пленки с 

достаточной точностью примем как 33,1/ сргр =UU  [45], а для турбулентной 

пленки – 15,1/ сргр =UU . Учитывая, что, как правило, грUW ≥∞ , то 

погрешность расчета ргU  слабо отражается на точности определения 

параметра (3.6.21) и коэффициента массоотдачи в газовой фазе (3.3.47).  
Среднюю скорость газа на оси орошаемого канала найдем по 

известному уравнению гг 75,3 ∗∞ += uWW .  
Динамическую скорость в пограничном слое газового потока выразим 

через коэффициент сопротивления в двухфазной системе. Коэффициент 
гидравлического сопротивления при противоточном движении пленки 
жидкости и газа в трубе (см. работы [15, 46]) получен в виде функции 

, где число Рейнольдса для газовой фазы определяется с учетом 

сужения канала стекающей жидкостью и средней скоростью на межфазной 
поверхности пленки.   

ор огRe-bkξ =

На основе уравнения баланса сил для газового потока в трубке   
 

,Δτ гopSPF =      (6.2.17) 

  
где , найдем среднее значение 
динамической скорости  

( ) ( 2
0 г 02 ; 0,25 2F d H S d= π − δ = π − δ )

 
( )г г гр ор /8,u W U∗ = ± ξ    (6.2.18) 

 
где «+» – противоток; «–» – прямоток. 

В процессах ректификации кинетические характеристики двухфазных 
систем часто представляются в виде чисел единиц переноса или высоты 
единиц переноса.  

Высоту единиц переноса для трубчатого контактного устройства 
найдем по выражению:  
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( )
2

г
г

г г г 0
,

4 2
d WHGh

F d
= =
β ρ β − δ

    (6.2.19) 

 
где Н – длина трубки, м; d – диаметр, м; F – площадь межфазной 
поверхности, м2; G – массовый расход газа, кг/с. 

Эмпирические выражения для hг даны в работах [15, 18, 47].  
Результаты расчета β  (3.3.47) и hг г по вышеприведенным уравнениям и 

сравнение с опытными данными различных авторов представлены на 
рис. 6.13, 6.14.  

 
0,67

г э гSch d  

3
гR

  
  
Рис. 6.13. Расчетные – 1 

и экспериментальные –  
 
 

2 – 7 [15] данные при 
ректификации различных 
систем в орошаемых 
каналах 
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Рис. 6.14. Зависимость 

числа Шервуда от числа 
Рейнольдса в орошаемых 
трубках: 1 – 1 – область 
расчета по эмпирическим 
уравнениям различных 
авторов [18]; 2 – расчет по 
формуле (3.3.47) 

 
Рассмотренная математическая модель массоотдачи в газовой 

(паровой) фазе позволяет приближенно учесть влияние входного участка за 
счет изменения параметра  и скорости г1R ∞W , а также влияние скорости 
пленки на кинетические характеристики.  



Удовлетворительное согласование (±20 %) результатов расчета 
кинетических характеристик подтверждает справедливость полученного 
математического описания, построенного на основе развития 
гидродинамической аналогии [9, 10, 13, 48, 49]. 

 
6.3. Дисперсно-кольцевые потоки при осевом движении  

(сильное взаимодействие фаз) 
  

Рассмотрим [10, 49–51] прямоточное осевое (восходящее или 
нисходящее) турбулентное движение пленки жидкости и газа в 
цилиндрическом канале, когда касательное напряжение на поверхности 
раздела фаз  значительно превышает напряжение на стенке 

, обусловленное только силами тяжести (
жгτ −

0жст δρ=τ g жг−τ >> ). Такой 
режим реализуется в трубчатых контактных устройствах при высокой 
скорости газового потока W

стτ

г>12–15 м/с и получил название сильного 
взаимодействия фаз [52–71]. При этом режиме процессы массо- и 
теплоотдачи значительно интенсифицируются. 
  

Динамическая скорость в дисперсно-кольцевом потоке 
  

Для описания процессов переноса массы в турбулентной пленке в 
режиме сильного взаимодействия используем модель диффузионного 
пограничного слоя, подробно рассмотренную в главе 3, где основным 
параметром полученных уравнений является динамическая скорость.  

Динамическую скорость при осевом движении дисперсно-кольцевого 
потока можно вычислить на основе известного коэффициента сопротивления 

 или трения :  орξ opfС

 

( ) ( ) ,
ρ2
ρ

ρ8
ρξ гop

грг
гор

грг
i

f

i
i

С
UWUWu ±=±=∗    (6.3.1) 

 
где коэффициент  определяется, как правило, на основе 

экспериментальных исследований перепада давления в орошаемом канале 
[55, 56, 59–61, 72–75].  

орξ

В работах [76–78] предлагается метод расчета параметра ∗u  с 
использованием известной скорости на оси газового потока или на основе  
экспериментальных результатов исследования профиля скорости газа у 
поверхности раздела.  
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Рассмотрим методы определения средней динамической скорости в 
дисперсно-кольцевом потоке на основе известного перепада давления в 
трубчатом контактном устройстве.  

Суммарные затраты энергии при движении двухфазного дисперсно-
кольцевого потока в цилиндрическом канале складываются из затрат энергии 
на ускорение пленки жидкости от начальной до средней, на срыв капель 
жидкости газовым потоком, на транспорт капель в канале и на трение газа о 
межфазную поверхность пленки [56, 60]   

 
.ΔΔΔΔΔ срунсрускор РРРРР +++=    (6.3.2) 

 
В работе [56] показано, что затраты энергии на ускорение пленки 

жидкости  составляют не более 0,25 – 0,5 % от , а затраты 
энергии на срыв капель с поверхности пленки  не превышают 2–3 %. 

Расчет потери давления на транспорт капель жидкости без учета скорости 
скольжения (что приводит к завышенным результатам) составляет до 15 – 
25 % от общего перепада давления [56]. В то же время, по данным работы 
[79], эта составляющая перепада давления находится в пределах 6 – 11 % от 

. В результате можно сделать вывод, что перепад давления, 

обусловленный трением газа и жидкости, находится в пределах  

ускΔР орΔР

срΔР

орΔР

 
( ) .Δ95,0...8,0Δ ортр РР =  

 
Запишем условие баланса сил, действующих на газовой поток, для 

трубчатого контактного устройства  
 

( ) .τ
4
δ2πΔ

2
0

тр FdР =
−      (6.3.3) 

 
Отсюда найдем динамическую скорость  
 

( ) ,
ρ4

Δπ
δ2 тр

0
i

i F
P

du −=∗     (6.3.4) 

 
где индекс i=г – газовая фаза; i=ж – жидкая фаза; d – диаметр трубки, м.  

Если в данном выражении значение межфазной поверхности записать 
как для гладкой пленки ( )HdF 0δ2π −= , то получим известное уравнение, 
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которое применяется для вычисления динамической скорости в орошаемых 
трубах.  

В работе [80] предлагается выражение для определения касательного 
напряжения с учетом веса газового ядра и капельного уноса. В орошаемых 
каналах при скорости газа 10 – 40 м/с унос жидкости не превышает 10 – 15 % 
от количества жидкости в трубке [81, 82], поэтому поправка [80] на 
капельный унос незначительна.  

Для сравнения результатов расчета динамической скорости по 
уравнению (6.3.4) используем выражение (3.6.28), которое дает возможность 
вычислить параметр  на основе диссипации энергии газового потока.  iu∗

На участке стабилизированного турбулентного движения газового 
потока в орошаемом канале среднюю по объему диссипацию энергии можно 
записать аналогично (6.1.10). Однако размеры трубчатых контактных 
устройств в большинстве случаев таковы, что длина участка 
гидродинамической  стабилизации lст больше длины канала (lст>H), где 

 [15]. На участке длиной l( 0ст δ215 −≈ dl ) ст происходит формирование 
профиля скорости газа и пограничного слоя в интервале [15]: при x=0, 

 при ;,0 срmaxг WW ==δ ( ) .75,3,2/2, гсрmax0гст ∗+=δ−≈δ= uWWdlx  

Для этого участка среднее значение диссипируемой энергии в вязком 
подслое запишем в виде  

 
( )

,
4

δ2πΔ
ε

1

г
2

0тр
V

WdР −
=    (6.3.5) 

 
где  – объем вязкого подслоя, м11 δFV = 3; ./ ггг11 ∗ν=δ uR  

В результате на основе выражений (3.6.29), (3.6.21) и (6.3.5) получим 
следующую систему уравнений:  

 

,
4

25,0

г

г1г
г ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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  (6.3.7) 
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( )
гг1

гг0тр
ν4
δ2Δ

ε
HR

uWdP ∗−
= ,   (6.3.8) 

 
которая дает возможность вычислить средние значения характеристик 
пограничного слоя газовой фазы г∗u  и , необходимые для расчета 
коэффициентов массоотдачи.  

г1R

 
Т а б л и ц а 6.2 

 
Результаты расчета динамической скорости 

 
Динамическая скорость, 

 cм/,ж∗u
по уравнениям 

 
м/сгW  

 

ч/мм3
ж ⋅q  

 
Па,Δ роР  

(6.3.5)–(6.3.10) (6.3.4) 
Восходящее движение фаз, Н=0,15 м 

13,95 1,845 1206,6 0,159 0,177 
18,05 -//- 1393,0 0,181 0,191 
24,3 -//- 1863,9 0,219 0,223 
29,3 -//- 2256,3 0,248 0,246 
33,7 -//- 2648,7 0,274 0,267 
38,5 -//- 3139,2 0,303 0,291 
35,1 1,555 2354,4 0,266 0,252 
-//- 2,15 3266,7 0,298 0,296 
-//- 2,72 4169,7 0,323 0,334 

Нисходящее движение фаз, Н=0,15 м 
15,1 2,14 490,5 0,121 0,113 
15,1 3,32 706,3 0,137 0,134 
30,0 2,14 1177,2 0,201 0,177 
30,0 3,32 1569,6 0,222 0,204 

Восходящее движение фаз, Н=0,2 м 
18,6 2,398 1912,9 0,185 0,194 
25,1 -//- 2403,4 0,219 0,218 
32,1 -//- 3482,4 0,269 0,264 
40,1 -//- 4708,8 0,319 0,309 
46,3 -//- 5,2974 0,348 0,328 
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В уравнении (6.3.7) среднюю движущую силу переноса импульса в 
газовой фазе запишем как разность средних значений скорости на оси 
газового потока и на межфазной поверхности пленки  

 
,Δ грUWU ±= ∞∞     (6.3.9) 

 
где гриW U∞  вычислим по формулам, приведенным ниже (стр. 297).  

При известном значении г∗u , динамическая скорость в пограничном 
слое пленки жидкости равна  

 
.ρ/ρ жггж ∗∗ = uu     (6.3.10) 

 
В табл. 6.2 показаны результаты расчета динамической скорости ж∗u  

по уравнениям (6.3.4) и (6.3.5) – (6.3.10) в цилиндрическом канале диаметром 
d=0,0168 м для системы воздух – вода с экспериментальными значениями 
перепада движения [59, 60].  

Из табл. 6.2 следует, что приведенные методы расчета средней 
динамической скорости в дисперсно-кольцевом потоке дают 
удовлетворительное согласование.  

 
Выбор функции для коэффициента турбулентного обмена  

  
Для определения коэффициента массоотдачи в турбулентной пленке в 

режиме сильного взаимодействия фаз примем модель диффузионного 
пограничного слоя, согласно которой в вязком подслое происходит перенос 
импульса и массы как молекулярным, так и турбулентным механизмами. В 
этом случае встает вопрос о выборе функций для коэффициентов 
турбулентного обмена ( ) ( )yDy тт иν . Известно, что распределение данных 
величин в поперечном сечении пленки жидкости имеет сложный характер, 
близкий к параболическому закону с максимумом в середине пленки [14, 29, 
42, 43]. На стенке канала и межфазной поверхности газ - жидкость величины 

 приближаются к значениям молекулярных коэффициентов. 
Проведем выбор функции 

тт и Dν
( )yтν  на основе выражения средней 

диссипируемой энергии в вязком подслое:  
 

,ρτε
1

1
2

1

1
1 V

uFu
V

uF ∗==     (6.3.11) 
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где 1u  – средняя скорость жидкости в вязком подслое, м/с. 
Согласно линейному распределению профиля скорости в вязком 

подслое значение 1u  равно  
 

,2/11 ∗= uRu  
 

а объем вязкого подслоя имеет значение  
 

.δν
1

1
1ж F

u
RFV ==
∗

 

 
Диссипацию энергии также можно представить в форме (3.6.14), 

среднее значение которой в вязком подслое равно  
 

ж1

5δ

0 т1

2
1 νγ

ρ
ννρδ

τε
1

R
udy ∗=

+
= ∫ .    (6.3.12) 

 
Если допустить, что в турбулентной пленке профиль скорости 

описывается степенным законом корня одной седьмой степени [28], то на 
участке стабилизированного течения безразмерную толщину вязкого подслоя 
найдем по выражению (6.2.4).  

Таким образом, используя формулу (6.3.12) с параметром R1 (6.2.4) и 
динамической скоростью (6.3.4), можно проконтролировать правильность 
выбора функции  для определения коэффициента переноса импульса 

 путем сравнения результатов расчета диссипации энергии по уравнениям 
(6.3.11) и (6.3.12).  

( )yтν
жγ

Рассмотрим две функции для ( )yтν . В первом случае  примем в 
виде (3.3.49), на основе которого получено выражение для расчета 
коэффициента переноса  (3.6.18). Во втором случае для  используем 
функцию Левича (6.2.2) 

( )yтν

γ ( )yтν
( ттпри D )≈ν . Путем интегрирования (3.5.26) с 

коэффициентом  (6.2.2) получим  ( )yтν
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2
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⎜
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⎠
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В табл. 6.3 показаны результаты расчета средней диссипации энергии в 
вязком подслое турбулентной пленки по формулам (6.3.11) и (6.3.12) с 
динамической скоростью, определяемой по (6.3.4), и параметром R1 – по 
(6.2.4). Система воздух – вода. Размеры трубки:  H=0,2 м; d=0,0168 м. 

 
Т а б л и ц а 6.3 

 
Результаты расчета диссипации энергии в вязком подслое для выбора 

функции ( )yтν  
 

Расчет 4
1 10⋅ε  по 

формуле (6.3.12) с 
коэффициентами 

 
м/c,гW  чм

м,
3

ж ⋅
q  

 
]59Па[,10Δ 2−⋅Р

4
1 10⋅ε  по 
формуле 
(6.3.11) 
Вт/м3 (3.6.18) (6.3.13) 

14,6 2,40 13,24 34,05 30,91 67,67 
28,8 -//- 29,92 184,06 170,53 350,67 
34,9 -//- 40,71 344,47 321,49 652,53 
44,6 -//- 52,97 589,91 554,03 1111,60 
15,1 3,0 15,20 44,67 40,66 85,98 
38,2 -//- 55,92 650,30 611,26 1224,05 
15,1 1,35 9,32 17,26 15,56 33,44 
39,0 -//- 31,39 207,70 192,81 395,30 

 
На основе представленных данных можно сделать вывод о том, что 

функцию (3.3.49) можно использовать для описания процессов переноса в 
вязком подслое турбулентной пленки в режиме сильного взаимодействия 
фаз.  

 
Скорость на межфазной поверхности (прямоточное осевое и закрученное 

движение высокоскоростного потока газа с пленкой жидкости  
в каналах) 

 
 При скорости газа в контактной трубке Wг>8–12 м/с реализуется 
прямоточное восходящее или нисходящее движение дисперсно-кольцевого 
потока. 
 Найдем среднюю скорость на межфазной поверхности 
стабилизированной турбулентной пленки. Учитывая, что скорость на стенке 
канала Uр=0, из уравнения (3.5.25) запишем среднее значение Uгр: 
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,
жжгг

гг
гр γρ+γρ

γρ
= ∞WU     (6.3.14) 

 
где  – средняя скорость газа на оси потока, м/с. ∞W
 Механизм взаимодействия газового потока с волновой поверхностью 
пленки близок по физической сущности к течению однофазной среды по 
шероховатой поверхности, поэтому на участке стабилизированного 
движения газа максимальную скорость на оси канала можно найти по 
выражению, используемому для шероховатых труб [15, 84, 85] 
 

( .08,475,3,
г

гmax ÷≈= )−

∗
АА

u
WW    (6.3.15) 

 
 На участке гидродинамической стабилизации профиля скорости газа, 
длина которого составляет ( )( )0ст 21513 δ−÷= dl  [15], скорость газа на оси 
изменяется от среднего значения Wг  на входе до значения maxW  (6.3.15). 
Учитывая, что толщина турбулентного пограничного слоя зависит от 

продольной координаты в степени δ~
4
5l , среднюю скорость газа на оси 

орошаемой трубки найдем из выражений [86] 
 

4
5

ст г max
1,
2

Hl Н W W W
l∞ ,

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎢ ⎥≥ = + ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

   (6.3.16) 

 

( ) .
2

, max
ст

maxг
ст

ст W
H

lHWW
H

lWНl −
++=≤ ∞   (6.3.17) 

 
 Динамическую скорость в дисперсно-кольцевых потоках при осевом 
движении обычно определяют по выражениям, полученным на основе 
известного коэффициента гидравлического сопротивления  орошаемого 
канала или перепада давления , вызванного трением газа и жидкости 

[50, 55, 56, 61] 

орξ

трΔР

 

( ) ( )ор г тр 0
г гр

Δ 2
, ,

8 4i i
i i

P d
u W U u

H∗ ∗
ξ ρ −

= − =
ρ ρ

δ
 

где индекс i – газ, жидкость. 
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 При винтовом движении пленки жидкости и газа в трубке с ленточным 
завихрителем динамическую скорость найдем из условия баланса сил, 
действующих на газовый поток в проекции на вертикальную ось 
 

,cosΔ гтр θτ= FSР     (6.3.18) 

 

где ( ) ( ) ( лзлз
2

0г /arctg;2
4

SdbdS π=θδ−δ−
π

= )

)

 – угол закрутки; Sлз – шаг 

витка ленты, м;  – ширина и толщина ленты, м. лз лзиb δ
 Межфазную поверхность в уравнении (6.3.18) определим как для 
гладкой пленки ( HdF 02δ−π= , так как известно [27, 87], что образование 
волн незначительно увеличивает поверхность раздела при пленочном 
течении. 
 Из выражения (6.3.18) получим: 
 

.
cos

Δ гтр
θρ

=∗ F
SP

u
i

     (6.3.19) 

 
 Для контактных устройств с ленточным завихрителем в выражениях 
(6.3.16), (6.3.17) в качестве Н возьмем длину пути дисперсно-кольцевого 
потока в винтовом канале 
 

,2
лз

22

лз
к Sd

S
НН +π=     (6.3.20) 

 
а длину участка гидродинамической стабилизации найдем, используя 
эквивалентный диаметр спирального канала ( ) π−= /1513 кст Sl , где Sк – 
площадь сечения спирального канала, занятая газом [56] 
 

( )
2

2лз лз
к лз лз

2
2лз

0 лз

2 2

/ ; / 2.
2

S S
S S R b

S
RS R R d

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟= + − − δ⎜ ⎟⎜ ⎟π π⎝ ⎠

⎝ ⎠

⎛ ⎞−δ + =⎜ ⎟π⎝ ⎠

−

  (6.3.21) 
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 Средняя скорость газа в орошаемом контактном устройстве трубчатого 
типа вычисляется из уравнения расхода 
 

2
тр

г
к

,
4

W d
W

S
π

=      (6.3.22) 

 
где площадь канала Sк для трубки с ленточным завихрителем определяется 
выражением (6.3.21), а в случае осевого движения фаз это выражение 
приобретает следующий вид 
 

( ) .
4
2 2

0
к

δ−π
=

dS     (6.3.23) 

 
 Среднюю толщину пленки жидкости в приведенных выше уравнениях 
можно вычислить по эмпирическим выражениям как для осевого [55, 56, 74, 
88], так и закрученного [56, 60, 89] движения газа и жидкости. 
 Рассмотрим вопрос определения коэффициента переноса импульса  в 
выражении (6.3.14). Как показано в разделе 3.3, показатель степени n в 
законе затухания турбулентных пульсаций (3.3.49) связан с зависимостью 

коэффициента молекулярной диффузии 

γ

β ~
1n

mD
−

. Предполагая единый 
механизм переноса импульса и массы затухающими турбулентными 

пульсациями в вязком подслое, имеем TТ D≈ν  и ~β ~γ
1n

mD
−

. 

Экспериментальные исследования зависимости β ~
1n

mD
−

 [56, 90, 91] 
показали, что в турбулентной пленке 2≈≈ nm , а в газовой фазе для 
пленочных колонн [15, 18, 92] 3≈≈ nm . Тогда коэффициенты переноса в 
жидкой  и газовой  фазах в выражении (6.3.14) найдем по уравнениям 
(3.6.18) и (3.6.19) соответственно, где параметр пограничного слоя R

жγ гγ

1 
запишем на основе выражений (3.5.29) 
 

( ).2Re,
Re4

316,0,2/6,11
г

0г
ог25,0

ог
огог

г

г
г1 ν
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===
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dWСС
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WR ff (6.3.24) 
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316,0,2/6,11
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R ff (6.3.25) 
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 Расчеты средней скорости жидкости на межфазной поверхности 
турбулентной пленки при осевом и закрученном движении дисперсно-
кольцевого потока по уравнению (6.3.14) показывают, что при сравнительно 
невысокой скорости газа в трубке 2015г −=W  м/с и небольшом расходе 
жидкости q=1,3–2,0 м3/м·ч, скорость Uгр находится в пределах 1,2–1,3 от 
средней скорости в пленке. Увеличение скорости газа и расхода жидкости 
приводит к уменьшению отношения сргр /UU  до 1,15–1,1, что полностью 

соответствует теоретическим и экспериментальным данным [15, 38, 93]. 
 Средняя скорость жидкости в пленке при осевом и закрученном 
движении вычисляется по уравнениям, соответственно: 
 

θδ
=

δ
=

cos
,

0
ср

0
ср

qUqU , (м/с).   (6.3.26) 

 
 На рис. 6.15 показано сравнение результатов расчета Uгр с опытными 
данными [38] для дисперсно-кольцевых восходящих пароводных потоков в 
трубках диаметром 8 мм. 
 

 
 

Рис. 6.15. Зависимость отношения средней 
скорости на межфазной поверхности к средней 
скорости в турбулентной пленке при осевом 
движении дисперсно-кольцевого потока от числа 
Re: 1 – расчет по уравнению (6.3.14) [94]; 2 – 
экспериментальные данные [38] 

 
 В табл. 6.4 представлены значения Uгр, полученные по уравнению 
(6.3.14), и отношения Uгр/Uср для осевого восходящего движения пленки 
воды в цилиндрическом канале (d=0,0168 м), где перепад давления для 
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последующего вычисления динамической скорости по выражению (6.3.19) 
получен экспериментально в работах [59, 60]. 

 
Т а б л и ц а 6.4 

 
Результаты расчета средней скорости на межфазной поверхности 
турбулентной пленки при осевом движении дисперсно-кольцевого 

потока 
 

Па,ΔP  Wтр, м/с q, м3/м·ч Н, м м/с,грU  сргр /UU  

1206 13,95 1,845 0,15 1,09 1,26 
1393 18,06 1,845 0,15 1,22 1,17 
1863 24,3 1,845 0,15 1,47 1,13 
2256 29,3 1,845 0,15 1,65 1,11 
2648 33,7 1,845 0,15 1,82 1,09 
3139 38,5 1,845 0,15 2,00 1,09 
931 15,1 1,355 0,2 1,07 1,42 

1126 15,1 1,852 0,2 1,19 1,31 
1324 15,1 2,4 0,2 1,30 1,22 
1520 15,1 3,0 0,2 1,41 1,16 

 
 Удовлетворительное согласование результатов расчета средней 
скорости на межфазной поверхности турбулентной пленки (при τг–ж>>ρжgδ0) 
подтверждает справедливость математической модели процессов переноса 
импульса в пограничном слое двухфазной системы [94]. 
 

Коэффициенты массоотдачи в жидкой и газовой фазах 
 

Массообмен в турбулентной пленке жидкости в режиме сильного 
взаимодействия фаз исследовался теоретически и экспериментально многими 
авторами [14, 52–57, 59–66, 95–99].  

Точное математическое описание процессов переноса в пленке 
приводит к зависимости коэффициентов массоотдачи от длины и амплитуды 
волны на межфазной поверхности [14, 52, 97, 98]. Однако определение 
данных параметров сопряжено со значительными трудностями, особенно при  
закрученном движении дисперсно-кольцевого потока в канале.  

В работах [56, 57, 61, 95, 96] на основе различных подходов 
установлено, что кинетические характеристики дисперсно-кольцевых 
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потоков можно выразить через потерю энергии двухфазной системы. 
Предлагаемые уравнения включают касательное напряжение на межфазной 
поверхности, или перепад давления, вызванный трением газа и жидкости, а 
также эмпирические коэффициенты, которые устанавливаются в зависимости  
от режима движения фаз.  

Для определения коэффициента массоотдачи в турбулентной пленке в 
режиме сильного взаимодействия фаз примем модель диффузионного 
пограничного слоя с коэффициентом турбулентного обмена (3.3.49), выбор 
которого обоснован в предыдущем разделе. Показатель степени в законе  
затухания турбулентной диффузии (3.3.49) в вязком подслое жидкой пленки 
n=2, что следует из экспериментальной зависимости [56, 59, 91, 99] ~  
и соотношения (3.3.26). В этом случае коэффициент массоотдачи найдем по 
уравнению (3.3.45) с безразмерной толщиной вязкого подслоя R

жβ
5,0

жD

1ж в виде 
(6.2.4), где средняя скорость в пленке имеет значение 0ср δ/qU = , а средняя 

толщина пленки нисходящего [55, 88] или восходящего движения [56, 59–61, 
72–75] определена экспериментально.  

Значение параметра R1ж в турбулентной пленке также можно 
определить из уравнения (3.5.25), где коэффициент переноса импульса  
включает безразмерную толщину вязкого подслоя в жидкой фазе. Решение 
этого уравнения итерационным методом дает среднюю скорость жидкости на 
межфазной поверхности и значение R

жγ

1ж [94].  
Приближенно величину R1ж можно вычислить, если граничную 

скорость ( )грUU =∞ , используемую в  формуле (3.5.4), принять по 

уравнению [100]  
 

( )гр ж 1ж 1ж/ 2 .U u R R∗= π +    (6.3.27) 

 
Таким образом, мы имеем три способа определения параметра 

пограничного слоя R1ж в турбулентной пленке, каждый из которых в 
качестве одной из основных величин содержит динамическую скорость.  

Покажем примеры расчета коэффициентов массоотдачи по уравнению 
(3.3.45) с использованием значения динамической скорости, полученной на 
основе экспериментального исследования перепада давления в 
цилиндрических каналах.  

Из уравнений (6.3.4) и (3.3.45) получено  
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Объемный коэффициент массоотдачи в орошаемой трубке на основе 

(6.3.28) запишется в виде [50] 
 

( ) ( ) .
Sc

Δ

Scarctg
22

5,0

жж1ж

тр

жж1
2

0ж
ж ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
πρ

δ−
=

β
=βα

R
FР

RHd
d

V
F   (6.3.29) 

 
В уравнениях (6.3.28) и (6.3.29) с достаточной точностью можно 

принять значение F как для гладкой пленки, поскольку известно, что даже 
для режимов соответствующих турбулентному течению, увеличение 
площади межфазной поверхности вследствие наличия на ней волн является 
незначительным [27, 87].  

Расчеты коэффициентов массоотдачи по уравнениям (6.3.28) и (6.3.29) 
с значениями параметров R1ж (6.2.4) и (3.5.4), где скорость ргU  определяется 

по выражениям (3.5.25) и (6.3.27), показывают, что при небольших числах 
Рейнольдса, соответствующих началу турбулентного движения 

, наилучшее согласование с опытными данными получено 
с значением R

20001600Reпл −≈

1ж (3.5.4) и граничной скоростью (6.3.27). При  
уравнения (3.5.4) и (6.2.4) дают примерно одинаковые результаты. 
Графическая зависимость объемного коэффициента массоотдачи от скорости 
газа в цилиндрическом канале показана на рис. 6.16 и 6.17.  

2000Reпл ≥

 

 

 
Рис. 6.16. Зависимость 

коэффициента массоотдачи в 
нисходящем осевом потоке от 
скорости газа в трубке: 1 – расчет по 
уравнению (6.3.29); 2 – эксперимент 
[60]. Процесс десорбции О2 из воды 
воздухом 

 
Согласование расчетных [50] и опытных значений кинетических 

характеристик турбулентной пленки в осевых дисперсно-кольцевых потоках 
в большинстве случаев находится в пределах ±10–15 %. 
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Рис. 6.17. Перепад давления и коэффициент 
массоотдачи в восходящем осевом потоке:  
1 – расчет по уравнению (6.3.29); 2 – опытные 
данные [60, 101]; ( )чм/м43,2 3 ⋅=q  

 
В случае многокомпонентного переноса диагональная матрица 

коэффициентов массоотдачи в жидкой фазе определяется по уравнениям 
(3.4.9) или (3.4.10). Подставляя в данные выражения ∗u  (6.3.4), получим  
 
при Li>0 
 

( ) ( ) ,
Sc

Δ

Scarctg
22
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жж1ж

тр

жж1
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0
ж ⎟⎟

⎠

⎞
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⎝

⎛
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=

ii R
FР

RHd
dLa   (6.3.30) 

 
при Li<0 
 

( ) ( ) .
Sc

Δ

Scarctg
22

5,0

жж1ж

тр

жж1
2

0
ж ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
πρ

δ−
−=

ii R
FР

RHd
dLa   (6.3.31) 

 
Коэффициент массоотдачи в газовой фазе трубчатого контактного 

устройства можно вычислить по уравнению (3.3.47) с безразмерной 
толщиной вязкого подслоя  (6.3.7) и динамической скоростью (6.3.4), а в 
случае многокомпонентного переноса – по выражениям (3.4.11) или (3.4.12) 
[44].  

г1R

При известных значениях гж и ββ  коэффициенты массопередачи 
вычисляются по известным уравнениям аддитивности фазовых 
сопротивлений.  
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Аналогично, используя уравнения (3.3.46) и (3.3.48), можно определить 
коэффициенты теплоотдачи и теплопередачи в дисперсно-кольцевом потоке.  
  

6.4. Закрученные (вихревые) дисперсно-кольцевые потоки газа  
и жидкости 

  
Повышение эффективности процессов в трубчатых контактных 

устройствах осуществляется путем закрутки газожидкостного потока 
специальными завихрителями [56, 59–61, 95, 102].  

Рассмотрим [49–51] винтовое движение пленки жидкости и газа в 
трубке с ленточным завихрителем.  
  

Динамическая скорость в закрученном потоке 
  

В закрученном турбулентном газожидкостном потоке в результате 
действия центробежных сил происходит разделение фаз на пристенный 
жидкостный слой средней толщины  и центральное газовое ядро.  0δ

Выразим динамическую скорость в трубке с ленточным завихрителем 
через перепад давления, обусловленный трением газа и жидкости на 
межфазной поверхности турбулентной пленки.  

Перепад давления в закрученном дисперсно-кольцевом потоке газа и 
жидкости включает в себя, кроме отмеченных в разделе 6.3 сопротивлений, 
гидравлическое сопротивление на закрутку газового потока : закΔР

 
.ΔΔΔΔΔΔ зактрунсрускор РРРРРР ++++=   (6.4.1) 

 
При винтовом движении фаз со скоростью Wг<30 м/с не наблюдается 

срыва капель жидкости с поверхности пленки [60]. Срыву и уносу жидкости 
препятствует центробежная сила, возникшая при вращении газожидкостного 
потока. Если скорость газа Wг>30 м/с, то наблюдается срыв частиц жидкости 
с поверхности пленки, которые, однако, под действием центробежной силы 
снова прижимаются к пленке [60]. Следовательно, составляющие потери 
давления  пренебрежимо малы по сравнению с  и 

их значения можно не учитывать.  
унсруск ΔиΔ,Δ РРР орΔР

Перепад давления , вызванный закруткой газового потока и 
трением о поверхность ленточного завихрителя, найдем из выражений 
представленных в работах [103, 104].  

закΔР
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При известном значении  перепад давления, обусловленный 
трением газа и жидкости, будет равен  

закΔР

 
.ΔΔΔ закортр РРР −=     (6.4.2) 

 
Запишем условие баланса сил, действующих на газовый поток в 

проекции на вертикальную ось  
 

,θcosτΔ гтр FSР =     (6.4.3) 

 
где площадь свободного сечения трубки имеет значение  
 

( ) ( ) ,δδ2
4
π

лз
2

0г bdS −−=    (6.4.4) 

 
где  – ширина и толщина ленточного завихрителя, м.  лзлз δ,b

Движение пленки жидкости во внутренней поверхности контактной 
трубки происходит по спирали с углом подъема винтовой линии  

.arctg
лзS
dπ

=θ  

 
Из уравнения баланса (6.4.3) получим значение динамической скорости 

в газовой (i=г) и жидкой (i=ж) фазах [50]   
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⎜
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⎜
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⎝

⎛

θρ

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ δ−δ−
π

=∗
i

i F

bdP
u    (6.4.5) 

 
Динамическую скорость в закрученном дисперсно-кольцевом потоке 

также можно определить на основе диссипируемой энергии, используя 
выражения (6.3.5)–(6.3.8).  
  

Коэффициенты массоотдачи в закрученном потоке 
  

Коэффициент массоотдачи в закрученной турбулентной пленке найдем 
по уравнению (3.3.45) с динамической скоростью (6.4.5):  

 

 306



( ) ( )
.

cosSc

2
4

Δ

Scarctg
1

5,0

жж1ж

лз
2

0тр

жж1
ж

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

θρ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
δ−δ−

π

=β
FR

bdР

R
 (6.4.6) 

 
Объемный коэффициент массоотдачи в жидкой фазе на основе 

выражения (6.4.6) запишется в виде [50]  
 

( ) ,
cosSc

Δ

Scarctg
4

5,0

жж1ж

гтр

жж1
2ж ⎟⎟

⎠

⎞
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⎝

⎛
θρπ

=βα
R

FSР

RHd
  (6.4.7) 

 
где значение F примем как для гладкой пленки.  

В формулах (6.4.6), (6.4.7) безразмерную толщину вязкого подслоя 
 можно определить по уравнению (3.5.4) с граничной скоростью, 

определенной по (6.3.27) или (3.5.25), что дает примерно одинаковые 
результаты.  

ж1R

Уравнения (6.4.6), (6.4.7) проверены [49–51] при расчете  
коэффициентов массоотдачи в коротких цилиндрических каналах при 
восходящем и нисходящем движении фаз с различным шагом завихрителя. 
Перепад давления получен экспериментально в работах [59, 60, 101], а 
толщина пленки определялась по эмпирическим выражениям [56, 89]. 
Результаты расчета коэффициентов массоотдачи (6.4.6), (6.4.7) для процесса 
десорбции кислорода из воды воздухом и сравнение с опытными данными 
[59, 60, 65, 101, 105] представлены на рис. 6.18, 6.19.  

 

 

Рис. 6.18. Зависимость 
объемных коэффициентов 
массоотдачи в трубке с 
ленточным завихрителем от 
скорости газа: 1,3 – расчет по 
уравнению (6.4.7);  
2,4 – эксперимент [59].  
1,2 – шаг завихрителя 0,062 м; 
3,4 – 0,118 м. Длина трубки – 
0,2 м; диаметр – 0,0168 м 

 

 307



 
 

Рис. 6.19. Перепад давления и массоотдача в трубке с 
ленточным завихрителем: 1,2 – расчет по уравнению (6.4.7); 
3,4 – эксперимент [101, 105]. Длина трубки – 0,15 м; диаметр – 
0,0168 м 

 
Коэффициент массоотдачи в газовой фазе закрученного потока газа и 

жидкости определяется по уравнению (3.3.47) с использованием параметра 
пограничного слоя (6.3.7).  

Аналогичным путем, на основе уравнений (3.4.9) – (3.4.12), можно 
вычислить коэффициенты многокомпонентного переноса в двухфазной 
турбулентной системе [44].  

Уравнения модели массоотдачи в закрученной турбулентной пленке 
жидкости проверены в следующем диапазоне изменения режимных и 
конструктивных параметров; 3

ж 1,35 3,32м /м ч;q = − ⋅  г 14 45 м/с;W = −
/ 20.Н d ≤  Абсолютное большинство результатов расчета объемных 

коэффициентов согласуются с экспериментальными данными в пределах 
±20 %.  

 
6.5. Дисперсно-кольцевые потоки в каналах с шероховатыми стенками 

  
Одним из способов интенсификации процессов массо- и теплоотдачи  

является применение искусственной шероховатости рабочей поверхности  
контактного устройства. Установлено [106–114], что движение пленки 
жидкости по стенке с шероховатой поверхностью приводит к увеличению 
гидравлического сопротивления, толщины пленки и кинетических 
характеристик двухфазной среды.  
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Рассмотрим применение уравнений математической модели дисперсно-
кольцевого потока (раздел 6.3) для определения коэффициентов массоотдачи 
в цилиндрических каналах с искусственной шероховатостью прямоугольного 
профиля [115].  
 

Динамическая скорость в канале с шероховатой стенкой 
 

Гидравлическое сопротивление дисперсно-кольцевого потока в канале 
с шероховатой поверхностью имеет следующие основные составляющие: 

 
,ΔΔΔΔΔ трунсрускор РРРРР +++=    (6.5.1) 

 
где, согласно данным [112], составляющая перепада давления , 

обусловленная срывом капель с поверхности пленки, составляет не более 2 % 
от , а потери давления  на ускорение и транспорт сорванных с 

межфазной поверхности капель, без учета скорости скольжения составляют 
до 15 – 18 % от . Потери давления на ускорение пленки жидкости не 

превышают 0,25 % от общего перепада давления. Следовательно, можно 
сделать вывод о том, что основной вклад в гидравлическое сопротивление  
орошаемого канала вносит трение газового потока о негладкую межфазную 
поверхность пленки.  

срΔР

орΔР унΔР

орΔР

Если записать условие баланса сил, действующих на газовый поток в 
трубчатом контактном устройстве, аналогично (6.3.3) со значением площади 
межфазной поверхности как для гладкой пленки, то получим известное 
выражение [111, 112]  

 

( )
0,52

трΔ 2
,

4i
i

P d h
u

F

∗

∗

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪π − + δ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦= ⎨ ρ⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎩ ⎭

⎬    (6.5.2) 

 
где h – высота выступа шероховатости, м; ∗δ  – толщина пленки над 
выступом, м; индексы: i=г – газовая фаза, i=ж – жидкая фаза.  

Течение пленки жидкости по стенке с элементами шероховатости 
приводит к волнообразованию на межфазной поверхности, поэтому 
уравнение (6.5.2) является приближенным. В этом случае воспользуемся 
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подходом расчета средней динамической скорости на основе использования 
средней диссипируемой энергии газового потока (6.3.6) – (6.3.8), где 
значение ε  запишем с учетом изменения сечения канала за счет шероховатых 
стенок и пленки жидкости [115]   
 

( )
.

4

2Δ

1

г

2

тр

V

WhdP ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ δ+−π
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   (6.5.3) 

 
Здесь 
 

( )[ ] ( ) ./22
4

2

ггг1
2

1
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⎪
⎬
⎫
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⎪
⎨
⎧

⎥⎦

⎤
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π
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∗∗ uRhdhdHV  

 
В случае d>>2(h+ ) объем вязкого подслоя газовой фазы можно 

вычислить по формуле: 

∗δ

 

( )1 1г г г2 /V H d h R u∗ .∗
⎡ ⎤

= π − + δ ν⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
Результаты расчета коэффициентов массоотдачи в шероховатом 

канале 
  

Анализ с целью выбора функции ( )yDT  с использованием уравнения 
(6.3.12) для определения коэффициента массоотдачи в шероховатом канале 
показывает (раздел 6.3), что наилучшие результаты дает зависимость вида 
(3.3.49), где безразмерная толщина вязкого подслоя вычисляется из решения 
системы уравнений (3.5.4), (6.3.14). В этом случае коэффициент массоотдачи 
в жидкой фазе найдем по уравнению (3.3.45), а в газовой фазе по формуле 
(3.3.47).  

В табл. 6.5 приведено сопоставление экспериментальных 
коэффициентов массоотдачи [112] с расчетными данными [115] по 
выражению (3.3.45), а также значения , полученные в работе [14] по 
теоретическому уравнению, которое содержит волновые параметры 
пленочного течения по шероховатой стенке. Из таблицы следует, что 

жβ
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уравнение (3.3.45) в ряде случаев дает результаты, которые лучше 
согласуются с экспериментальными данными.  
 

Т а б л и ц а 6.5 
 
Результаты расчета коэффициентов массоотдачи при десорбции 

кислорода из воды в трубке с элементами шероховатости 
прямоугольного профиля в восходящем дисперсно-кольцевом потоке 

(H=0,15 м; d=0,0168 м; h=3·10–4 м) 
 

Коэффициент массоотдачи,  м/с,103
ж ⋅β 

м/c,гW  
 

ч/мм, 3
ж ⋅q  по данным 

[14] 
по формуле 

(3.3.45) 
эксперимент 

[112] 
20,09 1,656 2,090 2,322 2,240 
24,44 -//- 2,234 2,829 2,637 
31,20 -//- 2,419 3,637 3,601 
20,05 -//- 2,044 2,404 2,276 
24,35 -//- 2,182 2,884 2,885 

 
Так как движение пленки жидкости по шероховатой поверхности 

приводит к некоторому увеличению площади межфазной поверхности, по 
сравнению с гладкой пленкой, значение F найдем из уравнения  

 

( )
2

тр

2
Δ .

4

d h
Р F

∗⎡ ⎤π − + δ⎢ ⎥⎣ ⎦ = τ    (6.5.4) 

 
Отсюда следует  
 

( )
2

тр 2
ж ж

2
Δ .

4

d h
F Р

u

∗

∗

⎡ ⎤
π − + δ⎢ ⎥⎣ ⎦=

ρ
   (6.5.5) 

 
На основе формул (3.3.45) и (6.5.5) выражение для расчета объемного 

коэффициента массоотдачи в трубчатом контактном устройстве имеет вид 
[115]   
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  (6.5.6) 

 
Результаты расчета по уравнению (6.5.6) приведены на рис. 6.20.  
 

 
 

Рис. 6.20. Расчетные – 1,3 и 
экспериментальные – 2,4 [112] значения 
коэффициентов массоотдачи в шероховатом 
канале: 1,2 – расход жидкости 2,16 м3/м·ч; 3,4 
– 1,65 м3/м·ч; шаг между элементами 
шероховатости h=4·10–4 м 

 
Коэффициент массоотдачи в газовой фазе можно вычислить по 

уравнению (3.3.47).  
При известных значениях коэффициентов массоотдачи в жидкой и 

газовой фазах коэффициенты массопередачи определяются по уравнениям 
аддитивности фазовых сопротивлений.  
 

6.6. Пример расчета насадочного абсорбера 
 
 В данном разделе показан пример использования уравнений (6.1.5) и 
(6.1.8) при расчете насадочного абсорбера. 

Задача:  
Рассчитать насадочный абсорбер с керамическими кольцами Рашига 

35×35 мм со свободным объёмом ε св=0,78 и удельной поверхностью aV=140 
для абсорбции смеси азота и ацетилена водой при 20=t  °С и p=765 мм рт. 
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ст. Начальная концентрация ацетилена в азоте yн=0,284 мольных долей, 
конечная концентрация ацетилена в азоте yн=0,0284 мольных долей. 
Массовый расход газовой смеси G=0,24 кг/с. Начальная концентрация 
ацетилена в жидкости (воде) Xн=0.  

Порядок расчета: 
Степень извлечения 
 

( ) 9,0
284,0

0284,0284,0φ
н

кн =
−

=
−

=
y

yy . 

 
Относительная массовая концентрация 
 

( ) ( )284,0128
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н
н −
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−
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22
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⋅
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( ) ( ) 0271,0
0284,0128

0284,026
1 к

к
к =

−
⋅

=
−

=
yM

yMY
b

a  
2

22
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⋅
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где Ма=26 − молекулярная масса ацетилена, Мb=28 − молекулярная масса 
азота. 

Количество переданной массы М: 
 

( )кн YYGM −= =0,175·(0,3683-0,0271)=0,059 кг/с, 
  

где 175,0
432,27

284,026124,01
смг

н
н =⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

M
yMGG a  кг/c. 

 
Молекулярная масса смеси газов Mсмг: 
Мсмг= (( нн 1 yMyM ba − ))+ =26·0,284+28 (1–0,284)=27,432 кмоль/кг. 

 
Коэффициент распределения для ацетилена в азоте  
 

p
Em = , 

 
где E – константа Генри, зависящая от температуры, а также от природы газа 
и жидкости, Е=0,92 ⋅ 106; p − давление газовой смеси. 
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35,42
4,28765

1092,0 6
=

⋅
⋅

=m  ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

.д.мольн

.д.мольн
, 

 

смг

смж
M
Mmm = =42,35

432,27
18 =27,789 

.д.масс

.д.масс
. 

Минимальный расход жидкого поглотителя minL : 
 

 538,4
0013,0

059,0

нк
min =

−
=

−
=

∗ XX
ML  кг/с, 

  

где 013,0
789,27

3683,0
нк ===∗ mYX  кг С2Н2/ кг H2O. 

 
Рабочий расход поглотителя L : 
 

 =L φ 807,6538,45,1min =⋅=L  кг/c. 
  

Концентрация поглотителя в жидкости на выходе кX  
 

 0087,0
807,6
059,00нк =+=+=

L
MXX  кг С2Н2/ кг H2O. 

  
Для данной насадки – кольца Рашига в навал с параметрами 

ε св=0,78 м3/м3, av=140 м2/м3– уравнение для расчета скорости захлебывания 
имеет вид [18] 

 
0,1250,252 0,16

3 г ж г
3 жсв ж

ρ μ ρlg 0,073 1,75
ρρ

vW a L
Gg

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ε ⎝ ⎠⎝ ⎠

, 

 

 
125,025,0

3

16,02
3

1000
215,1

175,0
807,675,1073,0

100078,081,9
1215,1140lg ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛⋅−−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⋅⋅

⋅⋅⋅W
 

  
 или 
  

 ( ) 966,10365,0lg 2
з −=⋅W . 
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 Отсюда 
  

 544,0
0365,0

10 966,1
з ==

−
W  м/c, 

  

где 3ж
м
кг1000=ρ ; 3г

м
кг215,1ρ = ; смПа1μж ⋅= . 

 
Рабочая скорость газа W для непенящихся жидкостей 
 

 =0,75·0,5443=0,408 м/с. 3bWW =
  

Диаметр колонны Dк: 
 

 785,0
4082,0785,0215,1

24,0
785,0г

к =
⋅⋅

=
ρ

=
W

GD  м. 

  
Выбираем по каталогу стандартную колонну диаметром Dст=0,8 м. 

Тогда площадь колонны  
 

503,0
4

8,0π
4

π 22
гост

к =
⋅

==
DS  м2. 

 
Уточняем скорость газа . ( ) (г к/ ρ ; 0,4м/сW G S W= = )
Средняя движущая сила массопередачи срΔY : 

 

 065,0

0271,0
1265,0ln

0271,01265,0

Δ
Δln

ΔΔΔ

к

н
кн

ср =
−

=
−

=

Y
Y

YYY  кг С2Н2/ кг N2, 

  
где 1265,02418,03683,0Δ ннн =−=−= ∗YYY  кг C2Н2/ кг N2, 
 

0271,000271,0Δ ккк =−=−= ∗YYY  кг C2Н2/ кг N2. 
 

 2418,00087,0789,27кн =⋅==∗ XmY ; 00789,27нк =⋅==∗ XmY . 
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Число единиц переноса nог: 
 

 25,5
065,0

0271,03683,0
Δ ср

кн
oг =

−
=

−
=

Y
YYn . 

  
Далее для вычисления коэффициентов массоотдачи  (1.6.8) и гβ жβ  

(6.1.5) ведется расчет следующих характеристик. 
Критерий Рейнольдса газа Reг: 
 

 787
108,1140
215,14,04

μ
ρ4Re 5г

г
г =

⋅⋅

⋅⋅
==

−va
W , 

  
где μг=1,8·10–5 Па⋅с. 

Коэффициент гидравлического сопротивления λ (1.4.10): 
 

 216,4
787

16
Re

16λ 2,02,0
г

=== . 

  
 Сопротивление сухого насадочного слоя сухP ′Δ  высотой один метр 

(1.4.8): 
  

 

2

г
св

сух
экв

2

ρ
1 1Δ λ 40216

2 0,0223

0,41,215
0,78 31,4 Па/м,
2

W

P
d

⎛ ⎞
⎜ ⎟ε⎝ ⎠′ = =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠× =

×

 

  

где 0223,0
140

78,044 св
экв =

⋅
=

ε
=

va
d  м. 

 
Сопротивление орошаемого насадочного слоя орP′Δ  (1.4.11): 

 
 4,9587104,3110ΔΔ 0135,0184

сухор =⋅=′=′ ⋅′qbPP  Па/м, 
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где 0135,0
10005026,0

807,6
ρжк

=
⋅

==
S

Lq  м/c. 

 
Коэффициент смачиваемости поверхности насадки ψw (1.4.6): 
 

 ( ) 82,0714,38516,0exp1ψ 4,0 =⋅−−=w , 
  

где 7,385
101140

10000135,04
μ
ρ4Re 3ж
ж

ж =
⋅⋅

⋅⋅
==

−va
q . 

 
Диссипация энергии газового потока εг–ж по (6.1.7): 
 

 438,5535
07338,078,0

4,0193,9582
δ

Δε
жсв

жг
жг =

−
⋅

=
−ε
′

= −
−

WP  Вт/м3, 

  
где  
 

( ) ( ) 958282,014,314,9587ψ1ΔΔΔ сухоржг =−⋅−=−′−′=′− wPPP Па/м. 

 
 Задержка жидкости по (1.4.1) 
 

( ) ( ) ( ) ( )

0,37
жст 2 ш ж ж

0,021,21 0,99 0,373 5

δ μ σ ρ

0,00005 0,047 1 10 0,0728 1000 1,021 10 ,

p m nb d− −

− −− −

= =

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅

 

 

047,0
2020014,3

140
πш =

⋅
==

N
ad v  м, σж=0,0728 Н/м. 

 
Критерий Галилея Ga: 
 

 
( )

9,3575072
401101

10009,81
μ
ρGa

323

2

32
ж

2
ж =

⋅

⋅
==

−va
g ; 

 
07337,09,3575072714,38538,0Re38,0δ 33,056,033,056,0

жжд =⋅⋅== −−Ga ; 
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 07338,007337,010012,1δδδ 5
жджстж =+⋅=+= − . 

  
Коэффициент массоотдачи в газе βг (6.1.8): 
 

 
( )

0,250,25 5
г

г ж
г

г 2 00,667
0,43г

1,48 10ν 5535,438ε 1,215ρ
β 0,013 0,013 0,0352

1,08 0,0135
Sc q

−

−

⎛ ⎞⋅⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = ,4 =  м/c, 

  

при 08,1
1037,1
1048,1Sc 5

5

г

г
г =

⋅

⋅
==

−

−

D
ν ; 5

5
г 1048,1

215,1
108,1

ρ
μν −

−
⋅=

⋅
== , 

 
где коэффициент диффузии в газовой фазе 
 

3
7 2

г 1 1
23 3

3
2 2 5

21 1
3 3

4,3 10 1 1

( )

4,3 10 293 1 1 1,37 10 .
26 28

765 133,3 37 31,2

A B
BA

TD
M M

P V V

−

−
−

⋅
= + =

+

⋅
= +

⎛ ⎞
⎜ ⎟⋅ +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ⋅

 

 
Коэффициент массоотдачи в жидкости βж по (6.1.5): 
 

9
4м ж

ж
св жд

ψ 0,0135 140 0,82 1,8 10β 0,68 0,68 1,12 10
δ 0,78 0,07337

vqa D −
−⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= = =
ε ⋅

⋅ , 

 
где коэффициент диффузии в жидкости 
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6
ж 21 1

3 3
ж

6
9 2

21 1
3 3

1 10 1 1

1 10 1 1 1,8 10 ,м /с.
26 18

1 4,7 1 37 18,9

A B

BA

D
M M

AB V V

−

−
−

⋅
= + =

⎛ ⎞
⎜ ⎟μ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⋅
= + =

⎛ ⎞
⎜ ⎟⋅ ⋅ ⋅ +
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⋅

 

 
Коэффициент массопередачи Kог: 
 

 
( )

1

ог 4г ж

г ж

1,215
1 1 100027,789 0,003
ρ ρ 0,03521 1,12 10

β β

K
m

−

−

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟= = +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟⋅+ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

=  м/с. 

  
Высота единиц переноса hог: 
 

 ог
г ог к

0,175 0,916
ρ ψ 1,215 0,003 0,5026 140 0,745v a

Gh
K S a

= =
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= , м,  

  
где коэффициент активной поверхности массоотдачи [18]: 
 

( ) ( ) 745,0100728,05,1326,2σψ
535,03455,0455,0

ж3a 3 =⋅⋅⋅==
−−mWA , 

 
при 5,1310000135,0ρжж =⋅=⋅= qW  и 535,05,283,0 48,0

нас33
3 =⋅== −− pdbm . 

 
Высота слоя насадки H: 
 

  м. ог ог 0,916 5,25 4,81H h n= = ⋅ =
  

Поверхность массопередачи F определяется по выражениям: 
 

 HSaF кv aψ= 76,24365,45026,0745,0140 =⋅⋅⋅=  м2, 
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ог ср г

0,059 249,02
Δ ρ 0,003 0,065 1,215
MF

K Y
= = =

⋅ ⋅
 м2. 

  
Поверхности массопередачи F, рассчитанные по данным формулам, 

согласуются с погрешностью около 2 %, следовательно, расчет выполнен 
правильно. 

 
6.7. Выводы о результатах моделирования и расчета  
массо- и теплоотдачи в аппаратах пленочного типа 

  
Насадочные колонны 

 
Массоотдача в жидкой фазе 

 
Точность расчета коэффициентов  по уравнениям (6.1.5) и (6.1.6) 

для различных типов насадок зависит от точности экспериментального 
определения двух параметров – коэффициента смачиваемости поверхности 
насадки  и динамической составляющей задержки жидкости  в слое 
насадочных элементов. Проведенные расчеты данных параметров по 
эмпирическим выражениям различных авторов (раздел 1.4), а также анализ 
данных, представленных в работе [18], показывают, что значения (или 

) в ряде случаев могут отличаться на 50 – 60 % для однотипных 
насадочных элементов. Поэтому при гидравлическом испытании насадочных 
колонн основное внимание следует уделять исследованию зависимости 
коэффициентов  и  от конструктивных и режимных параметров 
процесса и физических свойств системы.  

жβ

wψ ждε

wψ

ждε

wψ ждε

Зависимость  от режимных параметров. Пленочный режим 
работы насадочной колонны характеризуется значительной зависимостью 

 от расхода жидкости и очень слабой – от скорости газа. 
Экспериментальные значения коэффициентов , отнесенные к смоченной 
поверхности насадки, имеют следующую зависимость от расхода жидкости 
[18]:  

жβ

жβ
жβ

жβ ~ . 5,0
жQ

 
В результате многочисленных расчетов установлено, что зависимость 

~  в уравнениях (6.1.5) и (6.1.6) близка к степени 0,5. Это 
подтверждается графическими данными (см. рис. 6.2–6.5). 
жβ жQ
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Зависимость от скорости газа. Зависимость коэффициента 
массоотдачи (6.1.5-(6.1.6) от скорости газа в колонне может выражаться 
через  и . Однако данные параметры при пленочном режиме 
практически не зависят от скорости газа в насадочной колонне [18, 23]. 

wψ ждε

Зависимость от физических свойств жидкости. Зависимость 
коэффициентов  (6.1.5), (6.1.6) от коэффициента молекулярной диффузии 

имеет вид: ~ , что соответствует экспериментальным данным для 
насадочных колонн при пленочном режиме [23].  

жβ

жβ
5,0

жD

Влияние вязкости жидкости и поверхностного натяжения на  
учитывается при расчете параметров 

жβ

wψ  и  по  выражениям, 
приведенным в разделе 1.4.  

ждε

Влияние конструкции насадки. Форма и размеры насадочных 
элементов оказывают заметное влияние на коэффициенты массоотдачи. Во 
многих экспериментальных работах [22, 23, 116] зависимость  от 
конструкции насадки выражается через эквивалентный диаметр, причем вид 
этой зависимости определяется отношением коэффициента  к 
геометрической или смоченной поверхности насадки. Если коэффициент 
массоотдачи отнесен к смоченной (или активной) поверхности, зависимость 

 от  близка к степени 0,5.  

жβ

жβ

жβ эd

В теоретических уравнениях (6.1.5) и (6.1.6) зависимость  от  
находится в степени, близкой к 0,5. 

жβ эd

Результаты расчета  по уравнениям (6.1.5) и (6.1.6) находятся в 
пределах погрешности эксперимента для колец Рашига диаметром =10 – 
25 мм. При >25 мм расчетные значения  меньше экспериментальных на 
40 – 60 %. Вероятно, в этом случае начинается образование волн на 
поверхности жидкой пленки, что не учитывается в данных уравнениях. 
Известно, что волнообразование увеличивает коэффициент массоотдачи в 
ламинарной пленке в 1,5 – 2 раза [14–16]. Зависимость коэффициента  от 
эквивалентного диаметра насадки показана на рис. 6.21.  

жβ
нd

нd жβ

жβ

 
Рис. 6.21. Зависимость 

коэффициента массоотдачи в 
жидкой фазе от эквивалентного 
диаметра насадки с кольцами 
Рашига: 1 – расчет по 
уравнению (6.1.5); 2 – расчет по 
уравнению Касаткина [20]  
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Из рисунка видно, что расхождение значений , рассчитанных по 
(6.1.5) с коэффициентом, вычисленному по критериальному уравнению, 
начинается при d

жβ

э>15 мм, что соответствует диаметру кольца dн>25 мм. Это 
обстоятельство ограничивает область применения уравнений (6.1.5) и (6.1.6).  

 
Массоотдача в газовой фазе 

 
Точность вычисления коэффициентов массоотдачи в газовой фазе по 

уравнению (3.3.47) или (6.1.8) зависит от достоверности определения 
перепада давления в орошаемой насадке.  

Зависимость от режимных параметров. В результате расчетов по 
уравнению (3.3.47) или (6.1.8) установлена следующая зависимость от 
скорости газа в насадочной колонне  

 

гβ ~ 8,0
kW , 

 
которая полностью соответствует опытным данным [15, 18, 21].  

Влияние физических свойств газа. Согласно принятой модели 
затухания турбулентных пульсаций в вязком подслое из уравнения (3.3.47) 

имеем ~гβ
2
3гD  (показатель n=3), что полностью согласуется с 

экспериментальными данными различных авторов [18, 23].  
Зависимость коэффициента  от вязкости газа показана на рис. 6.22. гβ

 
 

Рис. 6.22. Зависимость 
 от вязкости газа:  гβ

1 – расчет по уравнению 
(3.3.47); 2,3 – расчет по 
критериальным выражениям 
[18, 21]. Кольца Рашига –
15 мм. Скорость газа – 0,5 м/с 

 
Зависимость от конструктивных параметров. Оценка влияния 

эквивалентного диаметра насадки на массоотдачу в газовой фазе, 
произведенная по данным различных авторов, носит противоречивый 
характер (рис. 6.23).  
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Рис. 6.23. Зависимость коэффициента 
 от эквивалентного диаметра насадки. 

Обозначения см. на рис. 6.22 
гβ

 
На основе проведенных расчетов коэффициентов массоотдачи в 

жидкой и газовой фазах и удовлетворительного согласования ±(10 – 20 %) с 
экспериментальными данными можно сделать вывод о том, что уравнения 
(6.1.5), (6.1.6), (3.3.47), (6.1.8) позволяют определять коэффициенты переноса 
в насадочных колоннах при пленочном режиме работы только по 
результатам гидравлического исследования.  

 
Массо- и теплоотдача в турбулентной пленке 

 
Режимы взаимодействия газового потока с турбулентной пленкой 

разделяются на слабый и сильный [39–41, 55, 56].  
В режиме слабого взаимодействия фаз коэффициенты массо- и 

теплоотдачи практически не зависят от скорости газа, и их значения можно 
определить по формулам (6.2.3) и (6.2.14). Причем расчет  по уравнению 

(6.2.3) дает зависимость ~ , что полностью соответствует опытным 
данным [14, 38–41].  

жα

жα
25,0

плRe

В режиме сильного взаимодействия фаз коэффициенты массоотдачи 
, рассчитанные по (6.3.28), (6.4.6), зависят как от расхода жидкости, так и 

от скорости газа в контактной трубке. Результаты расчета  по данным 
уравнениям при различных значениях  и  согласуются с опытными 
данными.  

жβ
жβ

гW жq

Зависимость коэффициентов массоотдачи, рассчитанных по (6.2.14), 
(6.3.28) и (6.4.6), в турбулентной пленке от коэффициента молекулярной 
диффузии имеет вид ~ , что справедливо как для режима слабого, так 
и сильного взаимодействия фаз [39, 41, 56, 90, 99, 116].  

жβ
5,0

жD
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Массоотдача в газовой фазе пленочных аппаратов характеризуется  

зависимостью ~жβ
2
3гD  [18, 92, 116], что соответствует значению n=3 в 

функции (3.3.49). Удовлетворительное согласование с опытными данными 
обеспечивает уравнение (3.3.47).  

Таким образом, на основе многочисленных расчетов коэффициентов 
массо- и теплоотдачи в пленочных аппаратах различных конструкций и 
согласования их с известными экспериментальными результатами следует 
вывод о том, что рассмотренное математическое описание [6–13, 48–51, 115, 
117, 118] можно использовать в инженерной практике при решении задач 
проектирования или модернизации контактных устройств пленочного типа.  
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Г Л А В А 7 
 

МАССО- И ТЕПЛОПЕРЕДАЧА В ГАЗО(ПАРО)ЖИДКОСТНОМ СЛОЕ 
НА ТАРЕЛКАХ КОЛОННЫХ АППАРАТОВ 

 
Тарельчатые колонны получили самое широкое распространение в 

различных отраслях промышленности для проведения процессов разделения 
веществ, очистки газов, охлаждения газов и жидкостей. 

В данной главе рассмотрена математическая модель для определения 
объемных коэффициентов массо- и теплоотдачи в тонком турбулентном 
барботажном слое (hст<100 мм). Математическая модель построена на основе 
теории пограничного слоя и развития гидродинамической аналогии для 
газо(паро)жидкостных систем. В результате сокращения полного 
математического описания процессов в двухфазной среде и решения 
интегральных уравнений пограничного слоя даны выражения для движущих 
сил переноса импульса, массы и тепла вдоль межфазной поверхности по 
высоте барботажного слоя. Анализ распределения движущих сил переноса 
импульса и применение гидродинамической аналогии позволили установить 
соотношения между объемными коэффициентами переноса импульса, массы 
и тепла как для бинарных, так и многокомпонентных смесей. В итоге 
получены уравнения, которые дают возможность вычислять объемные 
коэффициенты, используя только результаты гидравлического исследования 
макета тарельчатых контактных устройств различных конструкций. Показано 
согласование результатов расчета с большим объемом экспериментальных 
данных. 

 
7.1. Модель переноса импульса, массы и тепла 

 
Рассмотрим стационарный двухфазный газо(или паро)жидкостной слой 

на контактном устройстве тарельчатых колонн при проведении процессов 
ректификации или физической абсорбции (рис. 1.12). 

В барботажном слое при турбулентных режимах работы контактных 
устройств (пенный и струйный режимы [1–3]) на элементах дисперсной фазы 
(струи, пузыри) образуются турбулентные пограничные слои как со стороны 
жидкости, так и со стороны газовой фазы. Поскольку толщина турбулентного 
слоя  значительно меньше размеров дисперсной фазы (δ<<d), примем 
модель плоского пограничного слоя, расположенного на межфазной 
поверхности газ – жидкость. Ось 

δ

ZO  ориентируем вдоль границы раздела по 
высоте слоя в направлении движения газового потока, ось  – поперек yO
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пограничного слоя. Скорость газа в двухфазном слое на два-три порядка 
больше скорости движения жидкости по плоскости тарелки, поэтому 
пограничные слои на межфазной поверхности формируются, главным 
образом, под воздействием газового потока. В этом случае скорость 
жидкости на поверхности раздела является скоростью внешнего потока для 
пограничного слоя жидкой фазы [4], так как Uгр>>Uж, где Uж – скорость в 
ядре жидкой фазы. 

В результате решения интегральных уравнений пограничного слоя 
(2.1.25)–(2.1.27) получено распределение движущих сил процессов переноса 
импульса, массы и теплоты вдоль межфазной поверхности ( )A z  по высоте 
газо(паро)жидкостного слоя [5, 6]. Эти выражения в безразмерной форме 
имеют следующий вид: 

в жидкой фазе 
 

]/)(exp[
Δ
ΔΔ ж

0

~
δγ−== LzA

U
UU ,   (7.1.1) 

 

]/)(exp[
Δ
Δ~Δ ж

0
δβ−== LzA

C
CС x

x
x ,   (7.1.2) 

 

]/)(exp[
Δ
ΔΔ ж

0

~
δα−== LzA

t
tt ,   (7.1.3) 

 
где , ,  – движущие силы в сечении входа газа в слой жидкости 

при 
0ΔU xC0Δ 0Δ t

0)( =zA ;  ;  – расход 

жидкости в пограничном слое, м

;Δ жгр UUU −= xxx СCС жгрΔ −= δ−= Lttt ;Δ жгр
3/с; 

в газовой (паровой) фазе 
 

~
г

0

ΔΔ exp[ ( ) / ]
Δ

WW A
W

z Gδ= = −γ ,   (7.1.4) 
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]/)(exp[
Δ
ΔΔ г

0

~
δα−== GzA

T
TT ,   (7.1.6) 

 
где  – движущие силы в сечении входа газа в слой 

жидкости при 
000 Δ,Δ,Δ TCW y

0)( =zA ; грΔ WWW −= ∞ ; ; 

 – расход газа в пограничном слое, м

yyy СCС грΔ −= ∞

грΔ ;T T T G∞= − δ
3/с. 

 В выражениях (7.1.1) – (7.1.6) коэффициенты импульсо- массо- и 
теплоотдачи ( ) приведены к одной размерности – м/с. αβγ ,,

Рассмотрим изменение движущих сил процессов переноса импульса, 
массы и тепла вдоль поверхности A(z) по высоте двухфазного слоя [5, 6]. 

При Pr≠Sc≠1 в силу различных значений коэффициентов γ, β  и α  
распределения движущих сил процессов переноса импульса, массы и тепла 
неоднородны. Неоднородность полей в пограничном слое учтем, используя 
гидродинамическую аналогию в виде (2.1.5). 

В сечении входа газа в слой жидкости [ 0)( =zA ] движущие силы в 

жидкой и газовой фазах, согласно (7.1.1), (7.1.4), равны 1ΔΔ
~~
== WU . При 

z>0 происходит падение движущих сил процессов переноса импульса по 
экспоненциальному закону. После распада газового факела (струи) на пузыри 
движущая сила  в газовой фазе определяется разностью скоростей газа 
на границе раздела фаз и в пузыре, которая существенно меньше  в струе 
и зависит от скорости газа в свободном сечении колонны и газосодержания 
барботажного слоя. На выходе из слоя эта величина близка к средней 
скорости газа в колонне. Поэтому отношение движущих сил процессов 
переноса импульса в газовой фазе после распада струи на пузыри, а также на 
выходе из газожидкостного слоя 

WΔ
WΔ

0Δ/Δ WWk <<1. Так, например, скорость 
газа в струе 10–30 м/с, а в свободном сечении колонны ~ 1 м/с (для 
атмосферных колонн). 

Движущая сила в жидкой фазе в области струйного истечения 
определяется разностью скоростей на границе раздела струи и в ядре жидкой 
фазы (рис. 1.13, стр. 67).  

Скорость жидкости на межфазной поверхности струи зависит от 
скорости движения газа и значительно превышает скорость движения 
пузыря. В зоне подвижной пены, в которой жидкость распределена в виде 
пленок, разность скоростей жидкости на внешней и внутренней границе 
пленки близка к нулю и отношение движущей силы в этой зоне  к 
движущей силе на входе газа в слой жидкости  имеет значение 

kUΔ
0ΔU
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0Δ/Δ 0 ≈UUk . Следовательно, в некотором сечении диффузного слоя на 
высоте , при значении межфазной поверхности  движущие 
силы достигают значений 

az aa AzA =)(

 

0
Δ
Δ

0
≈

U
Uk , г

0
Δ

Δ
Δ

=
W
Wk <<1.    (7.1.7) 

 
Как показано в главе 2 (уравнение (2.1.5)), связь между 

коэффициентами переноса импульса , массы γ β  и тепла  для 
газожидкостных систем (m=2) имеет вид 

α

 
5,0Scβ=γ , . (5,0Prα=γ Рcρα=α / ).  (7.1.8) 

 
В этом случае движущая сила переноса импульса (7.1.4) в газовой фазе 

вдоль поверхности )(zA  распределена следующим образом: 
 

]/Sc)(exp[Δ 5,0
гг

~
δβ−= GzAW ,  (7.1.9) 

 
а распределение движущих сил переноса массы и теплоты представим в 
форме: 
 

( )[ ] ,~Δ/Scexp~Δ
5,0

г

5,0
г Sc

Sc
5,0

гг
−

−

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ β−= δ WGzАC y   (7.1.10) 

 

( )[ ] 5,0
г

5,0
г Pr

Pr
5,0

гг
~Δ/Prexp~Δ

−
−

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ α−= δ WGzАT y . (7.1.11) 

 
Аналогичные выражения для распределения движущих сил можно 

записать и для жидкой фазы [5, 6]. 
Из уравнений (7.1.10), (7.1.11) следуют полная аналогия между 

распределением относительных движущих сил переноса импульса, массы и 
теплоты при  и нарушение ее при 1PrSc гг == 1PrSc гг ≠≠ . 

Тогда на некоторой высоте барботажного слоя, при некотором 
значении межфазной поверхности aAzA =)( , в соответствии с уравнениями 
(7.1.7) и (7.1.10) имеем 
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5,0
г

5,0
г

Sc
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Δ
Δ
Δ

Δ
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⎝
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С k
y
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При значениях числа  гSc ( )0Sc1 г >>  отношение (7.1.12) уменьшается, 

при  – увеличивается. Для большинства газовых смесей число 
Шмидта изменяется в пределах 

1Scг >
3Sc2,0 г << . В этом случае (7.1.12) близко к 

значению <<1. гΔ
Отсюда запишем 
 

[ δβ−=≈ GА
W
W

C

С
а

k
y

y
k /Scexp

Δ
Δ

Δ

Δ 5,0
гг

00

]<<1   (7.1.13) 

 
и << . y

kСΔ
yС0Δ

В жидкой фазе отношение, аналогичное (7.1.12), имеет вид 
 

0Δ
Δ
Δ

Δ

Δ
ж
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00
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Отсюда имеем 
 

[ ] ж
5,0

жж
00

Δ/Scexp
Δ
Δ

Δ

Δ
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С
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k
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k ,  (7.1.14) 

 
и x

kСΔ << . xС0Δ
Аналогичные выражения можно записать относительно движущих сил 

переноса теплоты 
 

[ ] ж
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жж
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Δ/Prexp
Δ
Δ

Δ
Δ
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t
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a
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и ktΔ << . 0Δ t
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5,0
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00

Δ/Prexp
Δ
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Δ
Δ
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W
W
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a
kk   (7.1.16) 

 
и kТΔ << . 0ΔТ

Из выражений (7.1.13) – (7.1.16) следует, что на некоторой высоте 
барботажного слоя  при значении площади межфазной поверхности 

 относительные движущие силы переноса импульса, массы и 
теплоты значительно меньше единицы, т.е. процессы массо- и теплообмена 
происходят с очень малой скоростью. Это подтверждается многочисленными 
экспериментальными исследованиями [7 – 13], где установлено, что основное 
количество массы и тепла (до 75 – 100 %) передается на небольшом 
расстоянии от входа газа в слой жидкости. В работе [7] массообмен изучался 
на примере двух крайних случаев: 1) массоотдача лимитирована газовой 
фазой (абсорбция аммиака из воздушной смеси водой); 2) массоотдача 
лимитирована жидкой фазой (абсорбция или десорбция углекислого газа из 
водного раствора). Сделан следующий вывод: если сопротивление 
массообмену сосредоточено в газовой фазе, то основная массопередача 
происходит на начальном участке газового факела высотой до двух 
диаметров отверстия (до 90 % распределяемого вещества). 

azh =

aa AzA =)(

В качестве примера рассмотрим опытные данные [8] по распределению 
концентрации аммиака в воздухе и в воде при проведении процесса 
абсорбции (рис. 7.1). 

 

 
 

Рис. 7.1. Профиль концентрации аммиака в воздухе (1) и в воде (2) 
при барботаже из одиночного отверстия [8]:   мм;200 =d м/с;240 =W

мм;220=kD   мм100ст =h
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Концентрацию на границе раздела фаз найдем на основе известных 
соотношений: 

 
)()( грггрж

yyxx CCCС −β=−β ∞∞ ,  , xy mCC гргр =

 
где коэффициенты массоотдачи можно вычислить по уравнению (3.3.45). 

В результате обработки опытных данных (рис. 7.1) получены 
следующие значения: 
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105,2
Δ
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y
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x
k

C

С
, 

 
т.е. относительные движущие силы значительно меньше единицы, что 
подтверждает запись выражений в виде (7.1.13), (7.1.14). 

Если сопротивление массообмену сосредоточено в жидкой фазе, то 
протяженность участка массопередачи увеличивается, оставаясь в пределах 
зоны газовой струи [7]. Явление интенсивной массопередачи на небольшом 
расстоянии от отверстия истечения газа получило название «входного 
эффекта» или «активного участка» [2, 5, 13]. Активный участок 
характеризуется максимальной движущей силой процессов переноса и 
малым диффузионным сопротивлением, так как на этом участке 
пограничный слой очень тонкий. 

Отсюда можно сделать вывод о том, что при высоких скоростях 
взаимодействия двухфазных потоков коэффициент полезного действия 
тарельчатых контактных устройств должен быть близок к единице. Однако в 
большинстве случаев это не так. На снижение эффективности массопереноса 
влияют: провал и унос жидкой фазы; гидродинамические неоднородности в 
виде байпасных и рециркулирующих потоков, градиента уровня жидкости, 
неравномерности профиля скорости газа в колонне, а также возможные 
дефекты монтажа и конструкции, загрязнения отверстий и т.д. Учет этих 
факторов при моделировании кинетических характеристик и определении 
эффективности разделения смесей позволит описать «масштабные эффекты» 
и выбрать оптимальные режимные и конструктивные параметры работы 
контактных устройств и технические решения по их модернизации. 
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Определение объемных коэффициентов переноса 
 

По известному определению, объемный коэффициент массоотдачи 
записывается в следующем виде 

 

( ) yСV

Ma
Δж

г =β ,     (7.1.17) 

 

где среднюю движущую силу yСΔ  выразим как среднелогарифмическую. 
Учитывая, что y

kСΔ << , имеем yС0Δ
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Δ Δ
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Подставляя yСΔ  из (7.1.18) в (7.1.17), получим 
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δ

β
=β

GCV

AMa y
a
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.    (7.1.19) 

 
Поскольку 
 

[ ]∫ δδ =β−β=
aA

yy GCdAGzACM
0

0г0г Δ/)(expΔ ,  (7.1.20) 

 
то согласно (7.1.19) получим [5] 

 

( )
ж

5,0
гг

г
Sc

V
Aa aβ

=β .    (7.1.21) 

 
Аналогичное выражение следует для объемного коэффициента 

массоотдачи в жидкой фазе 
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а также для коэффициентов теплоотдачи 
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Следовательно, произведения, которые для краткости запишем в 

форме: 
 

( )г5,0
гг Sc AAa β=β ,    ( )ж5,0

жж Sc AAa β=β , 
(7.1.24) 

( )г5,0
гг Pr AAa α=α ,    ( )ж5,0

жж Pr AAa α=α , 
 

относятся к рабочему объему двухфазного слоя на тарелке или объему 
локальной области и являются объемными коэффициентами массо- и 
теплоотдачи. Эта запись справедлива для пенного и струйного режимов 
работы контактного устройства, т.е. развитого турбулентного режима. 

Получим выражения для определения приближенных значений 
кинетических характеристик (7.1.24) развитого газо(паро)жидкостного слоя 
[5, 6]. 

На основе уравнений (7.1.21)–(7.1.23) и гидродинамической аналогии 
(7.1.8) запишем 

 
( ) ( ) aAAA жжж γ=α=β ,    (7.1.25) 

 
( ) ( ) aAAA ггг γ=α=β .    (7.1.26) 

 
Следовательно, в развитом турбулентном двухфазном слое объемные 

коэффициенты переноса имеют близкие значения. Это дает возможность 
вычислить коэффициенты массотеплоотдачи на основе известного характера 
переноса импульса. 

Произведения ж aAγ  и  найдем из соотношений aAгγ

∫∫ γρ=γρ=γρ=
aa A

a

A

a
a WAWdA

A
AWdAJ

0
гг

0
гггг ΔΔ1Δ ,  (7.1.27) 
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∫ γρ=γρ=
aA

a UAUdAJ
0

жжжж ΔΔΔ ,   (7.1.28) 

 
где WΔ  и UΔ  – средние движущие силы переноса импульса в газовой и 
жидкой фазах, соответственно. 

Из выражений (7.1.26), (7.1.28) с учетом равенств (7.1.25), (7.1.26) 
получим [5] 
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(7.1.29) 
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Из уравнений (7.1.29) следует, что кинетические коэффициенты массо- 

и теплоотдачи в развитом турбулентном двухфазном слое определяются 
отношением количества переданного импульса JΔ  от газового потока в слой 
жидкости к средней движущей силе переноса импульса в пограничном слое. 

На основе выражений (7.1.29) запишем объемный коэффициент 
массоотдачи 

 

( )
жж

ж Δ
Δ

VU
Ja

ρ
=β . 

 
Умножим числитель и знаменатель этого выражения на градиент 

скорости 
 

( ) 2
жж

2
ж

ж
ΔΔ

ΔΔ

UVU

UJa
ρ

ε
=

ρ
=β ,   (7.1.30) 

 
где ж/ΔΔ VUJ=ε  – средняя по объему  диссипация энергии, Вт/мжV 3. 

Аналогично можно записать уравнения для определения объемных 
коэффициентов ( )  и ( )г ж,a aβ α ( )гaα . 

Из уравнения (7.1.30) следует, что объемные коэффициенты 
массоотдачи в развитом турбулентном барботажном слое определяются 
отношением средней диссипируемой энергии газового потока к средней 
кинетической энергии. 
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Найдем приближенно движущие силы WΔ  и UΔ . Примем известное 
допущение, что поток импульса в вязком подслое поперек пограничного слоя 
величина постоянная: 

 

tcons2
* =

∂
ρ=ρ=τ

dy
uvu .    (7.1.31) 

 
Интегрирование уравнения (7.1.31) с граничным условием  при 

y=0 дает профиль скорости в вязком подслое 
грUu =

 

гр

2
* U
v

yu
u += .    (7.1.32) 

 
Скорость фазы на внешней границе вязкого подслоя при 1δ=y  

принимает значение 
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u
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Тогда средние градиенты скорости в вязком подслое газовой и жидкой 

фаз запишутся в форме 
 

( )г1*
г

1
2
*

гр1Δ Ru
v

u
UWW =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ δ
=−= , 
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В выражениях (7.1.34) не учитывается перенос импульса в 

турбулентной области пограничного слоя, поэтому уравнения (7.1.29) с 
значениями (7.1.34) можно записать с точностью до коэффициента 
пропорциональности : b
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Δ
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=β ,  (7.1.35) 
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где ( )1*Ru  – произведение средних значений динамической скорости и 
локального числа Рейнольдса вязкого подслоя. 

Для повышения точности определения коэффициентов 
массотеплоотдачи используем модель диффузионного пограничного слоя 
(глава 3) и метод расчета площади межфазной поверхности  (глава 1). aA

На основе модели диффузионного пограничного слоя, рассмотренной в 
главе 3, для турбулентной системы газ (пар) – жидкость получены уравнения 
(3.3.45), (3.3.46), где безразмерную толщину вязкого подслоя  найдем на 
основе известного значения в турбулентном пограничном слое на пластине 

, используя выражение (3.5.4). 

1R

6,1110 =R
Как отмечалось выше, пограничный слой в жидкой фазе на 

поверхности раздела формируется, главным образом, под воздействием 
газового (парового) потока. В этом случае в выражении (3.5.25) имеем 

 (глава 3) [4]. грж UU =∞

Тогда уравнение для определения параметра  в пограничном слое 
жидкой фазы с использованием выражений (3.5.4) и (3.5.25) получает вид 
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г1г1г*гр arctg RRuWU −= ∞ . 

 
Выражение для расчета скорости на межфазной поверхности  

получено из левой части потокового соотношения (3.5.25) с коэффициентом 
переноса импульса (3.5.27). 

грU

Для пограничного слоя в газовой (паровой) фазе запишем: 
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Используя концепцию активного (входного) участка и учитывая, что 
основное количество импульса переносится газовой струей, примем скорость 

, равной скорости газа на оси струи ∞W 0WW =∞  [14], а в качестве линейного 
размера l возьмем высоту газового факела фhl = . Высота газовой струи до 

распада на пузыри вычисляется из решения системы дифференциальных 
уравнений [14] или приближенно по эмпирическому выражению [15]. 

В уравнениях (7.1.24) запишем значения коэффициентов массо- и 
теплоотдачи в виде (3.3.45), (3.3.46) и площади межфазной поверхности  – 
(1.5.18). В результате получены следующие выражения для расчета 
кинетических характеристик (с размерностью м

аA

3/с) в газо(паро)жидкостном 
слое на массотеплообменных тарелках [5, 6, 16]: 

в жидкой фазе: 
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,  (7.1.38) 
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ж
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э

2 2
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2σarctg Pr ρ
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⎛ ⎞
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;  (7.1.39) 

 
в газовой или паровой фазе 
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г 0 г

г 0 ж ст

г
2

1г г 1г г г
э

2 2
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k kW S
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R R u
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, (7.1.40) 
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( )
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э

/ 2
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. (7.1.41) 

 
Здесь значение arctg выражено в радианах. Среднее значение динамической 
скорости можно определить по выражению (1.5.21), где . 

Получим в жидкой фазе и в газовой фазе 
г

2
гж

2
жтр ρ=ρ=τ ∗∗ uu

 

( )
,

24

5,0
ф

ж

2
п

2
0г

ж
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

ρ
−ρ

=∗
ghWWu   .

24

5,0

г

фж2
п

2
0

г
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

ρ

ρ
+

−
=∗

ghWWu (7.1.42) 

 
Средняя скорость газа в сечении распада струи на пузыри составляет 

, где  - газосодержание в данном сечении [14]; hϕ= /п kWW 0,75ϕ ≈ ф – 
высота газовой струи, м. 

Коэффициенты массопередачи и теплопередачи в барботажном слое с 
использованием выражений (7.1.38) - (7.1.41) можно вычислить по 
уравнениям аддитивности фазовых сопротивлений 

 
( ) ( ) ( )[ ] 1

г
1
ж

1
ож

−−− β+β= AmАКА , 
(7.1.43) 

( ) ( ) ( )1 1
жог гКА А m A− −= β + β 1− , 

 
( ) ( )[ ] ( )[ ] 1

жжж
1

ггг
1 −−− αρ+αρ= АсАсКА ррt ,  (7.1.44) 

 
где коэффициенты массопередачи имеют размерность м3/с, а коэффициент 
теплопередачи – Вт/К, т.е. размерность произведения коэффициентов 
переноса на площадь межфазной поверхности. 

Используя выражения (7.1.38) – (7.1.41) уравнения для объемных 
коэффициентов, получат вид (1/с) 

 
( ) ( )

лссл
;

V
Аа

V
Аа α

=α
β

=β ,    (7.1.45) 

где Vсл – объем двухфазного слоя или жидкой фазы на тарелке, м3. 
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 При экспериментальном исследовании и обобщении полученных 
результатов по массоотдаче на барботажных тарелках некоторые авторы 
относят коэффициенты к рабочей площади тарелки. Поэтому для сравнения с 
этими данными запишем (м/с) 
 

( )
тарS
A

f
β

=β ,     (7.1.46) 

 
где Sтар – рабочая площадь тарелки, м2. 
 Преимуществом выражений (7.1.38)–(7.1.41) и (7.1.43), (7.1.44) 
является возможность выполнять вычисления произведений коэффициентов 
переноса на площадь межфазной поверхности, необходимых для 
дальнейшего расчета эффективности (КПД) контактных устройств с 
использованием различных моделей структуры потоков [2, 6, 17] или 
численного решения системы дифференциальных уравнений переноса 
(глава 8). 

 
7.2. Примеры и результаты расчета коэффициентов массоотдачи 

 
 Основными гидравлическими характеристиками уравнений 
математической модели массотеплоотдачи, от достоверности определения 
которых зависит точность расчета объемных коэффициентов переноса по 
формулам (7.1.38) – (7.1.41), являются: площадь сечения газового (парового) 
потока на входе в слой жидкости S0; средняя скорость газа W0 в сечении S0; 
эквивалентный радиус отверстия газораспределительного элемента Rэ; 
статистический столб жидкости над геометрическим центром отверстия . стh′
 Расчет данных характеристик тарелок связан с конструктивными 
особенностями, режимом работы и физическими свойствами разделяемых 
смесей. В работах [16–22] даны алгоритмы и примеры расчета 
коэффициентов массоотдачи для тарелок различных конструкций.  
 
 

Пример расчета объемных коэффициентов массоотдачи  
при абсорбции аммиака из воздуха на ситчатых тарелках* 

 
Ситчатая тарелка, исследованная в работе Соломахи и Плановского, 

имеет следующие конструктивные характеристики: диаметр колонны 
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Dк=0,2 м; диаметр отверстий d0=0,001–0,006 м; высота сливной планки 
hсп=0,03 м; относительное свободное сечение Fсв=0,07 м2/м2 (7 %). 
 Режимные характеристики: скорость газа в колонне Wк=0,44–1,32 м/с; 
расход жидкости на длину сливной планки Qж=1,0–10,0 м3/(м⋅ч). 
 Ниже приведен пример расчета коэффициентов массоотдачи в газовой 
фазе при Qж=3,0 м3/м⋅ч и скоростях газа 1) Wк=0,44 м/с и 2) Wк=1,32 м/с, при 
d0=2 мм, и дано сравнение с опытными данными по коэффициентам 
массоотдачи, отнесенным к рабочей площади тарелки (колонны), так как для 
тарелок малого диаметра Sтар≈Sк. Физические свойства смеси [27]: t=19 °C, 
коэффициент молекулярной диффузии Dг=2,53⋅10–5 м2/с, коэффициент 
кинетической вязкости νг=1,56⋅10–5 м2/с, поверхностное натяжение 
σ=0,0713 Н/м, плотность воздушно-аммиачной смеси ρг=1,172 кг/м3, 
плотность воды ρж=1000 кг/м3, число Шмидта 615,0Scг = . 

1. Минимальная скорость газа в отверстиях [2, 3] 
 

( )
( )

жж
0 min

г

2 Δ
1

2 13600 2
w

w

gh - PQW
gh

σ⎛ ⎞ ρ
= −⎜ ⎟⎜ ⎟ ρ ξ +α⎝ ⎠

,  (7.2.1) 

 
где  – высота слоя жидкости на тарелке при отсутствии 
провала, α=0,62 – коэффициент расхода; ξ – коэффициент сопротивления 
сухой тарелки (ξ≈1,8). 

hhhw Δсп +=

Высота слоя  жидкости над сливной перегородкой и перепад 
давления  равны 

hΔ
σPΔ

 
3231023 /

ж0,Δ QКh w ⋅⋅⋅= − ,    (7.2.2) 
 

0
Δ

R
АР σ

=σ
2 ,     (7.2.3) 

 
hhhw Δсп += ,     (7.2.4) 

 
где А=0,75 при R0≤1 мм и А=1 при R0>1 мм; К0w – поправочный 
коэффициент, учитывающий влияние стенок колонны (К0w≈1,1). 
 
_______________ 

*Расчеты выполнены Е.С.Сергеевой  
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 Из выражений (7.2.1)–(7.2.4) находим 
 

00703111023 323 ,,,Δ / =⋅⋅⋅= −h  м, 
 

03700070030 ,,, =+=wh  м, 
 

6,142
001,0
0713,02Δ =

⋅
=σР  Па, 

 
( )

( )0 min
2 1000 9,81 0,037 142,631 9

1,172 2 1,8 13600 0,62 2 9,81 0,037
-

W
⎛ ⎞ ⋅ ⋅

= − =⎜ ⎟
⋅ +⋅ ⋅ ⋅⎝ ⎠

,03  

м/с. 
 

2. Площадь отверстий ситчатой тарелки, занятая газовым потоком 
 

min0
кк

0 W
WSS = ,     (7.2.5) 

 
где = =0,031 м2

к к / 4S D= π ⋅ 420 2 /,⋅π 2. 
 

1) 3
0 1051,1

03,9
44,0031,0 −⋅=

⋅
=S  м2, 

 

2) 3
0 105,4

03,9
32,1031,0 −⋅=

⋅
=S  м2. 

 
 Площадь всех отверстий на тарелках 

 
3

ксвmax0 1017,2031,007,0 −⋅=⋅=⋅= SFS  м2. 
 

 Скорость газа во всех отверстиях на тарелке 
 

свк FWW =0 .     (7.2.6) 
 

1) 2860704400 ,,, ==W  м/с, 
 

2) 86180703210 ,,, ==W  м/с. 
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Так как в первом случае W0min>W0, в дальнейших расчетах вместо W0 
будем подставлять W0min, т.е. W0=9,03 м/с, S0=1,51·10–3 м2. Во втором случае 

3
max00 1017,2 −⋅== SS  м2. 

3. Высота газовой струи до распада на пузыри [15] 
 

( )

35,0

гжэ

2
0г

эф 45,2
⎥
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ρρ
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=
-gd

Wdh ,   (7.2.7) 

 
где dэ – эквивалентный диаметр отверстий в газораспределительном 
устройстве тарелки, dэ=0,002 м. 
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Среднее значение динамической скорости в газовой фазе (7.1.42): 

 
5,0
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фж2
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г 24 ⎥
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где ϕ= кп WW  – средняя скорость газа в сечении распада струи на пузыри, 
где ϕ≈0,75 – газосодержание в данном сечении. 
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2) 761750321 ,,,п ==W  м/с, 
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16,12
172,12

104,181,91000
4

76,186,18
5,0222

г =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅⋅⋅

+
−

=
−

∗u  м/с. 

 
4. Значение коэффициента массоотдачи (7.1.40): 

 

( )
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э

2 2
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 ,  (7.2.9) 

 
где hст – высота статического столба жидкости над отверстием истечения 
газа 1) hст=0,0283 м, 2) hст=0,0238 м; Rэ – эквивалентный радиус; R1г – 
безразмерная толщина вязкого подслоя (7.1.37). 
 

2
611 0г

г
г1 , fС

u
WR
∗

∞= ,     (7.2.10) 

 

20
0

0
0730

,
г

г
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,
=fС ; 

ν
= ∞ ф

г0Re
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, 

 
где . 0W W∞ =
 

1) 4936
1056,1

108,003,9Re 5

2
г0 =

⋅

⋅⋅
=

−

−
; 013,0

4936
073,0

2,0г0 ==fС , 

 

14,1
2
013,0

48,7
03,96,11г1 ==R . 

 
 Из (7.2.9) получено  
 

 353



( )г

2 2
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3

1,172 9,03 0,031 1,172 0,447,48 1,51 10 1000 9,81 0,0283
2 2
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0,028 м /с.
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( )г
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1,172 18,86 0,031 1,172 1,3212,16 2,17 10 1000 9,81 0,0238
2 2

2 0,072arctg 1,29 0,615 1,29 12,16 1,172
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0,049 м /с.

А
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β =
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Коэффициент массоотдачи, отнесенный к перфорированной части тарелки, 
 
где  м025,0031,08,08,0 кт =⋅== SS 2; ( ) тгг 3600 SАf ⋅β=β . 

 
1) 4032025,03600028,0г =⋅=β f  м/ч. 

 
Экспериментальное значение =4430 м/ч. fгβ
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2) 7056025,03600049,0г =⋅=β  м/ч. 
 

Экспериментальное значение fгβ =8440 м/ч. 

 Расхождение расчетных результатов с экспериментальными данными 
Соломахи и Плановского не более 15 %. 
 Для сравнения результатов вычислим эти же коэффициенты по 
критериальному уравнению [27].  
 

5,032,003,1 ScWeRe265,0Nu −= G , 
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7,911615,00091,02,798265,0Nu 5,032,003,1 =⋅= − ; 

 
29160283,01053,27,9113600β 5

г =⋅⋅⋅= −
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⋅
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2
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4,2110615,0013,085,2013265,0Nu 5,032,003,1 =⋅= − , 
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80640238,01053,24,21103600β 5
г =⋅⋅⋅= −

f м/ч. 

 
 Отсюда можно сделать вывод о том, что уравнение математической 
модели (7.1.40) обеспечивает удовлетворительную точность расчета. 
 На основе полученных результатов по кинетике массоотдачи можно 
оценить эффективность разделения смеси на тарелке. 

Число единиц переноса 
 

( )г
г

г

A
N

V
β

= ,     (7.2.11) 

 
где  – расход газовой смеси, мг кV W S= ⋅ к

3/с. 
 

1)  мг 0,44 0,031 0,014V = ⋅ = 3/с; г
0,039 2,86
0,014

N = = ; 

 

2)  мг 1,32 0,031 0,041V = ⋅ = 3/с; г
0,069 1,69
0,041

N = = . 

 
Для рассмотренного примера г оN N г= , так как практически всё 

сопротивление массопередаче сосредоточено в газовой фазе. 
По модели идеального вытеснения для перекрестного тока 

 
( )тар огКПД 1 exp N′ = − − .    (7.2.12) 

 
По модели идеального смешения 
 

ог
ог

КПД
1

N
N

′′ =
+

.     (7.2.13) 

 

1) ( )тарКПД 1 exp 2,86 0,94′ = − = ; 2,86КПД 0,74
1 2,86

′′ = =
+

; 

 

2) ( )тарКПД 1 exp 1,69 0,81′ = − − = ; 1,69КПД 0,63
1 1,69

′′ = =
+

. 
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 Используя диффузионную или ячеистую модели структуры потока, 
можно вычислить эффективность разделения (КПД) смеси на тарелке с 
учетом реальной гидродинамической обстановки. 
 

Пример расчета объемных коэффициентов массоотдачи 
 при абсорбции аммиака из воздуха водой на колпачковых тарелках 

 
 Особенность работы тарелок колпачкового типа заключается в том, что 
величина открытия прорезей колпачков и скорости пара в открытой части 
прорезей зависят от нагрузки по газу и жидкости. Барботаж газа через 
жидкость начинается при некотором начальном открытии прорези l0, 
обусловленного преодолением сил поверхностного натяжения. 

Колпачковая тарелка имеет следующие конструктивные 
характеристики: диаметр тарелки Dк=3,6 м; ширина прорези на тарелке 
bпр=0,004 м; геометрическая высота прорези hm=0,03 м; число колпачков 
nк=175; число прорезей на тарелке n=10000; высота сливной планки hсп=0,05 
м; относительное свободное сечение Fсв=0,135 м2/м2 (13,5 %). 

Режимные характеристики: скорость газа в колонне Wк=0,4 – 1,2 м/с; 
расход жидкости на длину сливной планки Qж=1,0 – 10,0 м3/(м⋅ч). 
 Характеристики потоков: плотность воды ρж=1000 кг/м3; плотность 
воздушно-аммиачной смеси при малых концентрациях аммиака ρг=1,25 
кг/м3; коэффициент кинетической вязкости νг=1,8⋅10–5 м2/с; коэффициент 
молекулярной диффузии газовой смеси Dг=1,7⋅10–5 м2/с. 

Ниже приведен пример расчета при ( )чмм5 3
ж ⋅=Q  и 1) ; 

2) . 
см/4,0к =W

м/с2,1к =W
1. Скорость газа в прорези при полном ее открытии, где μ=0,88 – 

коэффициент расхода 
 

( ) 5,0

г

гж
0

2
3

2
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ρ

ρ−ρ⋅⋅μ
=

ghW m
m .   (7.2.14). 

 

( ) 72,12
25,1

25,1100081,92030,
3

288,0 5,0

0 =⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −⋅⋅⋅
=mW  м/с. 

 
2. Открытая высота прорези 
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nb
Sh
⋅

=
пр

0
пр .     (7.2.15) 

 
mWSWS 0тк0 ⋅=  – площадь отверстий на тарелке, занятых газовым 

потоком. 
 

1) 3207212181040 ,,,,0 =⋅=S  м2; 
 

2) 9607212181021 ,,,,0 =⋅=S  м2, 
 

где ST=10,18 м2 – площадь тарелки. 
Отсюда 

 

1) 0080
00000040

320 ,
1,

,
пр =

⋅
=h  м; 

 

2) 0240
00000040

960 ,
1,

,
пр =

⋅
=h  м, 

 
т.е. hпр<hm и hпр>l0 (7.2.14). 
Площадь свободного сечения тарелки 
 

пbhS mm ⋅⋅= пр0 ,     (7.2.16) 

 
21100000040030 ,,0, =⋅⋅=mS  м2. 

 
Скорость газа в прорезях 
 

тSSWW 00 тк ⋅= .    (7.2.17) 
 

1) 393211810400 ,,,, =⋅=W  м/с; 
 

2) 1810211810210 ,,,, =⋅=W  м/с. 
 
Эквивалентный диаметр открытой части прорези 
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П
0

э ⋅
=

n
Sd 4 ,     (7.2.18) 

 
где ( ) ( ) 6843022 =+=⋅+= mhbпрП  мм – периметр отверстия. 

 

1) 310881
06800000

3204 −⋅=
⋅

⋅
= ,

,1
,

эd  м; 

 

2) 310655
06800000

9604 −⋅=
⋅

⋅
= ,

,1
,

эd  м. 

 
3. Высота статического столба жидкости по эмпирическому 

выражению 
 

ж
4

спгкст 10719,00135,0042,0 QhWh ⋅⋅++ρ⋅⋅−= −  . (7.2.19) 
 

1) 047,0510705,019,025,14,00135,0042,0 4
ст =⋅⋅+⋅+⋅⋅−= −h  м; 

 
2) 03,0510705,019,025,12,10135,0042,0 4

ст =⋅⋅+⋅+⋅⋅−= −h  м. 
 

Высота статического столба жидкости над геометрическим центром 
открытой части прорези в колпачке 
 

( ) mm hhhhh Δ5,0 прстст −⋅−−=′ ,   (7.2.20) 

 
где Δhm≈0,01 м – расстояние от полотна тарелки до нижнего основания 
прорези. 
 

1) ( ) 0110010008050030470 ,,,,0,,ст =−⋅−−=′h  м; 
 

2) ( ) 002001002405003030 ,,,,0,,ст =−⋅−−=′h  м. 
 

4. Высота газовой струи до распада на пузыри (7.2.7) 
 

1) 
( )

0040
251100010881819

39325110881452
350

3

2
3 ,

,,,
,,,,

,

ф =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−⋅⋅

⋅
⋅⋅= −

−h м; 
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2) 
( )

0190
251100010655819

181025110655452
350

3

2
3 ,

,,,
,,,,

,

ф =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−⋅⋅

⋅
⋅⋅= −

−h  м. 

 
Среднее значение динамической скорости в газовой фазе (7.2.8) 

 
1) пW 0,4 0,75 0,53= =  м/с, 

 

4,4
25,12

004,081,91000
4

53,039,3
5,022

г =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅⋅

+
−

=∗u  м/с; 

 
2) 6175021 ,,,п ==W  м/с, 

 

92,9
25,12

019,081,91000
4

6,118,10
5,022

г =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅⋅

+
−

=∗u  м/с. 

 
5. Значение коэффициента массоотдачи (7.2.9) с параметром (7.2.10) 

 

1) 797
1081

0040393
50 =

⋅

⋅
= −,

,,Re г ,  0190
797

0730
200 ,,

,г ==fС , 

 

87,0
2
019,0

4,4
39,36,11г1 ==R . 

 

( )

2 2

г
2

3

3

1,25 3,39 10,18 1,25 0,44,4 0,32 1000 9,81 0,011
2 2

2 0,072arctg 0,87 1,06 0,87 4,4 1,25
0,94 10

11,92 м /с;

А

−

⎡ ⎤⎛ ⎞⋅ ⋅
⎢ + ⋅ ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦β =

⎛ ⎞⋅
⋅ ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

=

⋅
⎥

=

. 

 

2) 6,10745
108,1

019,018,10Re 5г0 =
⋅

⋅
=

− ;  011,0
6,10745

073,0
2,0г0 ==fС , 
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9,0
2
011,0

92,9
18,106,11г1 ==R , 

 

( )

2 2

г
2

3

3

1,25 10,18 10,18 1,25 1,29,92 0,96 1000 9,81 0,002
2 2

2 0,072arctg 0,9 1,06 0,9 9,92 1,25
2,825 10

33,7 м /с.

А

−

⎡ ⎤⎛ ⎞⋅ ⋅
⎢ + ⋅ ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦β =

⎛ ⎞⋅
⋅ ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

=

⋅
⎥

=

 

 
Коэффициент массоотдачи, отнесенный к рабочей площади тарелки 
 

( ) тгг SАf β=β . 

 
1) 17118109211 ,,,г ==β f  м/с; 
2) 3131810733 ,,,г ==β f  м/с. 

 
Значения коэффициентов массоотдачи fгβ , вычисленные по 

критериальному уравнению [28]: 
 

1)  м/с; 2) 051,г =β f 82,г =β f  м/с. 

 
Расхождение результатов около 15 %. 
 

Пример расчета объемных коэффициентов массоотдачи  
при десорбции углекислоты из воды воздухом на клапанных тарелках 

  
Отличительной особенностью клапанных тарелок является 

способность к саморегулированию проходного сечения. При низких 
нагрузках по газу подъем клапана мал, и площадь проходного сечения для 
газа небольшая. С повышением нагрузки увеличиваются подъем клапана и 
площадь живого сечения. Таким образом, скорость газа в отверстиях остается 
примерно постоянной до тех пор, пока высота открытия клапана не 
становится равной максимальной.  
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Ниже показан пример расчета клапанной тарелки со следующими 
конструктивными характеристиками: диаметр колонны Dк=0,8 м; диаметр 
клапана dкл=0,05 м; вес клапана Gкл=35,7⋅10–3 кг; высота сливной планки 
hсп=0,043 м; относительное свободное сечение Fсв=0,085 м2/м2 (8,5 %); 
максимальная высота открытия клапана hкл.max=0,006 м; n=46 – число 
клапанов. 
 Режимные характеристики: скорость газа в колонне Wк=0,4 – 1 м/с; 
расход жидкости на длину сливной планки Qж=1,0 – 10,0 м3/м⋅ч. Тарелка с 
данными конструктивными режимными характеристиками исследована в 
работе [23]. 
 Характеристики потоков: плотность воды ρж=1000 кг/м3; плотность 
воздуха ρг=1,25 кг/м3; коэффициент кинетической вязкости воздуха 
νг=1,8⋅10–5 м2/с; коэффициент кинетической вязкости воды νж=10–6 м2/с; 
коэффициент молекулярной диффузии CO2 в воде Dж=1,8⋅10–9 м2/с. 
Известно, что при десорбции СО2 основное сопротивление массоотдачи 
сосредоточено в жидкой фазе. 

Ниже приведен пример расчета коэффициентов массоотдачи в жидкой 
фазе при Qж=3,0 м3/м⋅ч и скоростях газа 1) Wк=0,4 м/с и 2) Wк=1 м/с,  дано 
сравнение с опытными данными по коэффициентам массоотдачи. 

1. Высота подъема клапана [16, 18] 
 

gG
S

nd
SWh

⋅⋅
ρ⋅

⋅⋅π
⋅

=
кл

гкл
кл

кк
кл 2

,    (7.2.21) 

 
где 2 2

кл кл 4 0,05 4 0,00S d= π ⋅ = π ⋅ = 2 м2 – площадь пластины клапана; 

 м504804 22 ,/,/кк =⋅π=⋅π= DS 2 – площадь свободного сечения колонны.  
 

1) 0016,0
81,9107,352

25,1002,0
4605,0
5,04,0

3кл =
⋅⋅⋅

⋅
⋅⋅π

⋅
=

−
h  м; 

 

2) 0041,0
81,9107,352

25,1002,0
4605,0

5,01
3кл =
⋅⋅⋅

⋅
⋅⋅π

⋅
=

−
h  м. 

 
клh < , т.е. клапаны открыты не полностью. maxкл⋅h
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пhdS ⋅⋅⋅π= клкл0 . 
 

1) 0115,0460016,005,00 =⋅⋅⋅π=S  м2; 
 

2) 0296,0460041,005,00 =⋅⋅⋅π=S  м2. 
 

Скорость газа в отверстиях 
 

0 к к 0W W S S= ⋅ .     (7.2.22) 
 

1) 4,170115,05,04,00 =⋅=W  м/с; 
 

2) 8,160296,05,010 =⋅=W  м/с. 
 

Эквивалентные диаметр и радиус отверстия соответственно равны: 
 

клэ 2hd = , клэ hR = .    (7.2.23) 
 

1)  м, 0032,0э =d 0016,0э =R  м; 
 

2) 0082,0э =d м, 0041,0э =R  м. 
 

2. Высота статического столба жидкости по эмпирическому 
выражению 
 

( )0,21 0,56
ст ж сп к0,787 1 0,31 exp 0,11mh Q h W= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅μ⎡ ⎤⎣ ⎦ ,  (7.2.24) 

 
где Qж=3,0 м3/(м⋅ч) или 8,33⋅10–4 м3/(м⋅с); m – показатель степени, 

; μ – динамическая вязкость 
жидкости, МПа⋅с. 

сп0,05 4,6 0,05 4,6 0,043 0,148m h= − = − ⋅ = −

 
11000 =⋅ρ⋅ν=μ жж МПа⋅с. 

 

( ) ( )
0,214 0,56 0,148

ст1) 0,787 8,33 10 0,043 0,4 1 0,31 exp 0,11 1

0,025м;

h − −= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ =⎡ ⎤⎣ ⎦

=
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( ) ( )
0,214 0,56 0,148

ст2) 0,787 8,33 10 0,043 1 1 0,31 exp 0,11 1

0,022 м.

h − −= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ =⎡ ⎤⎣ ⎦

=

 

 
Среднее значение статического столба жидкости над геометрическим 

центром отверстия открытого клапана 
 

кл
ст ст 2

h
h h′ = − .     (7.2.25) 

 
1) 0242,00008,0025,0ст =−=′h  м; 

 
2) 02,0002,0022,0ст =−=′h м. 

 
3. Высота газовой струи до распада на пузыри (7.2.7) 

 

1) ( ) 019,0
25,110000032,081,9

4,1725,10032,045,2
35,02

ф =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−⋅
⋅

⋅=h  м; 

 

2) ( ) 034,0
25,110000082,081,9

8,1625,10082,045,2
35,02

ф =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−⋅
⋅

⋅=h  м. 

 
Среднее значение динамической скорости в газовой фазе (7.2.8) 

 
1) п 0,4 0,75 0,53W = =  м/с, 

 

3,12
25,12

019,081,91000
4

53,04,17
5,022

г =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅⋅

+
−

=∗u  м/с; 

 
2) п 1 0,75 1,33W = =  м/с, 

 

2,14
25,12

034,081,91000
4

33,18,16
5,022

г =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⋅
⋅⋅

+
−

=∗u  м/с. 
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Среднее значение динамической скорости в жидкой фазе (7.1.42) 
 

( ) 0,52 2
г 0 п ф

ж
ж4 2

W W gh
u∗

⎡ ⎤ρ −
⎢= +⎢ ⋅ ρ
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥
⎥ .    (7.2.26) 

 

1) ( ) 43,0
2

019,081,9
10004

53,04,1725,1
5,022

ж =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ ⋅
+

⋅
−

=∗u  м/с; 

 

2) ( ) 5,0
2

034,081,9
10004

33,18,1625,1
5,022

ж =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ ⋅
+

⋅
−

=∗u  м/с. 

 
Результаты расчета можно проверить сравнением 

 

жжггжг ρ=ρ=τ=τ ∗∗
22 иu .    (7.2.27) 

 
1) ; 100043,025,13,12 22 ⋅=⋅

 
2) . 10005,025,12,14 22 ⋅=⋅

 
Равенство (7.2.27) выполняется. 

4. Значение коэффициента массоотдачи (7.1.38) 
 

( )

2 2
г 0 к г к

ж 0 ж ст

ж
2

1ж ж 1ж ж ж
э

2 2

2arctg Sc

W S Wи S gh

А
R R и

R

∗

∗

⎡ ⎤⎛ ⎞ρ ρ′⎢ ⎥+ ρ −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦β =

⎛ ⎞σ
ρ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

, 

 
где ж ж жSc 555,56D= ν =  – число Шмидта; R1ж – безразмерная толщина 
вязкого подслоя (7.1.36), (7.1.37) 
 

гр 0ж
1

ж
11,6ж 2

fu С
R

u∗
= , 
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0ж 0,2
0ж

0,073
Re

fС = ; гр ф
0ж

ж
Re

u h
=

ν
, 

 
где гр 0 г 1г 1гarctgu W u R R∗= − ⋅ . 

 

1) 18505
108,1

019,04,17Re 5г0 =
⋅

⋅
=

−
; 01,0

18505
073,0

2,0г0 ==fC ; 

 

17,1
2
01,0

3,12
4,176,11R г1 == , 

 
04,617,1arctg17,13,124,17гр =⋅−=u  м/с, 

 

122611
10

019,004,6Re 6ж0 =
⋅

=
−

; 007,0
122611

073,0
2,0ж0 ==fC , 

 

1,10
2
007,0

43,0
04,66,11R ж1 == , 

 

( )

2 2

ж
2

3 3

1,25 17,4 0,5 1,25 0,40,43 0,0115 1000 9,81 0,0242
2 2

2 0,072arctg 10,1 555,56 10,1 0,43 1000
0,0016

1,6 10 м /с;

А

−

⎡ ⎤⎛ ⎞⋅ ⋅
⎢ + ⋅ ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦β =

⋅⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ⋅

⋅
⎥

=

 

 

2) 31455
108,1

034,08,16Re 5г0 =
⋅

⋅
=

−
;  009,0

31455
073,0

2,0г0 ==fC ; 

 

95,0
2
009,0

2,14
8,166,11R г1 == , 

 
25,695,0arctg95,02,148,16гр =⋅−=u  м/с, 
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211506
10

034,025,6Re 6ж0 =
⋅

=
−

;  006,0
211506

073,0
2,0ж0 ==fC , 

 

08,8
2
006,0

5,0
25,66,11R ж1 == , 

 

( )

2 2

ж
2

3 3

1,25 16,8 0,5 1,25 10,5 0,0296 1000 9,81 0,02
2 2

2 0,072arctg 8,08 555,56 8,08 0,5 1000
0,0041

4 10 м /с.

А

−

⎡ ⎤⎛ ⎞⋅ ⋅
⎢ + ⋅ ⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦β =

⋅⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ⋅

⋅
⎥

=

 

 
Коэффициент массоотдачи, отнесенный к рабочей площади тарелки 
 

( ) кжж SАf β=β . 

 

1) 
3

3
ж

1,6 10 3,2 10
0,5f

−
−⋅

β = = ⋅  м/с, 

 

2) 
3

3
ж

4 10 8 10
0,5f

−
−⋅

β = = ⋅  м/с. 

 
Экспериментальные значения коэффициентов массоотдачи  [23] 

(рис.7.2): 
fжβ

 
1) 3

ж 104,3 −⋅=β f  м/с;  

 
2) 3

ж 108,7 −⋅=β f м/с. 

 
Расхождение составляет не более 10 %, что соответствует погрешности 

экспериментальных исследований. 
 Результаты расчета и сравнение с опытными данными представлены на 
рис. 7.2 – 7.11. 
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Рис. 7.2. Зависимость коэффициента 
массоотдачи в жидкой фазе от скорости газа в колонне 
при десорбции СО2 из воды воздухом на клапанной 
тарелке типа «Глитч»: 1 – расчет по уравнению (7.1.38); 
2 – эксперимент [23]; 3

ж 3 м /м чQ = ⋅  
 

 
Рис. 7.3. Зависимость коэффициента 

массоотдачи в газовой фазе от гидравлических 
параметров при абсорбции воздушно-аммиачных 
смесей водой на клапанных тарелках:  
1–1 – область расчета по (7.1.40);  
2 – экспериментальные данные [24, 25] 
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Рис. 7.4. Зависимость коэффициентов г fβ  

от высоты столба жидкости на клапанной тарелке 
при ректификации смеси метанол – вода: 1 – расчет 
по уравнению (7.1.38); 2 – расчет по критериальному 
выражению [10];  0,8 м/сkW =

 
 
 

 
Рис. 7.5. Корреляция 

расчетных и 
экспериментальных данных 
коэффициентов массоотдачи 
на ситчатых тарелках при 
ректификации различных 
смесей: 1–1 – область расчета 
по уравнению (7.1.40) при 
различных значениях kW  и 

; 2 – экспериментальные 
данные [26] 
стh
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Рис. 7.6. Зависимость коэффициентов массоотдачи в газовой 
фазе от гидравлического комплекса на ситчатых тарелках при 
абсорбции систем: а) аммиак – вода; б) воздух – н.октан. 1–1 – область 
расчета по уравнению (7.1.40); 2 – экспериментальные данные [27] 

 

 
 

Рис. 7.7. Зависимость коэффициентов массоотдачи 
в жидкой фазе от высоты столба жидкости на колпачковой 
тарелке при ректификации смеси метанол – вода: 1 – расчет 
по уравнению (7.1.38); 2, 3 – расчет по эмпирическим 
зависимостям Хьюмарка и Эндрю соответственно; 

 1 м/сkW =
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Рис. 7.8. Зависимость коэффициентов массоотдачи в газовой фазе от 
гидравлического комплекса на колпачковых тарелках при абсорбции систем: 
а) гелий – изобутанол; б) фреон-12 – вода: 1–1 – область расчета по уравнению 
(7.1.40) при различных значениях kW  и ; точки – эксперимент [28] cтh

 

 
 

Рис. 7.9. Зависимость fжβ  скорости газа 

в колонне на колпачковой тарелке: 1 – 
эксперимент [29]; 2 – расчет [19]; ; ст 0,032 мh =

( )33 м / м чQ = ⋅  
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Рис. 7.10. Корреляция расчетных и 
экспериментальных данных коэффициентов массоотдачи 
на струйных тарелках при ректификации систем: ацетон – 
метанол и метанол – изобутанол: 1–1 – область расчета по 
уравнению (7.1.40); 2, 3 – экспериментальные данные [30]; 

 сп 0,04 мh =
 

 
 

Рис. 7.11. Корреляция расчетных и экспериментальных 
данных коэффициентов массоотдачи на струйных тарелках 
при ректификации различных систем: 1–1 – область расчета по 
уравнению (7.1.40); точки – экспериментальные данные [30] 
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 Представленные выше результаты расчета справедливы для 
массообменных тарелок небольшого диаметра (300 ÷ 800 мм). При 
увеличении диаметра тарелок появляются гидродинамические 
неоднородности, учет которых в уравнениях (7.1.38)–(7.1.41) показан в 
работах [17, 19–22]. Для этого расчет коэффициентов массоотдачи ведется по 
областям барботажного слоя. Число и размеры областей зависят от 
неравномерности профиля скорости газового потока, вызванного градиентом 
уровня жидкости. Это также дает возможность учесть отклонение плоскости 
тарелки от горизонтального положения, выбрать массу клапанов, высоту 
отверстий в прорезях колпачков и т.д. 

 
7.3. Модель массоотдачи при разделении многокомпонентных смесей 

 
Ниже рассмотрено применение математической модели (раздел 7.1) 

для описания процессов многокомпонентного переноса в турбулентном газо- 
или парожидкостном слое для смесей с близкими физико-химическими 
свойствами компонентов. Даны уравнения для определения квадратной 
матрицы объемных коэффициентов массоотдачи [31 – 35]. 

Рассмотрим распределение движущих сил процессов переноса 
импульса и массы вдоль межфазной поверхности по высоте двухфазного 
слоя в случае многокомпонентного массообмена. В результате аналогичных 
преобразований [5, 6] интегральные уравнения переноса импульса и массы в 
пограничном слое жидкой фазы имеют вид: 

 

( ) dAUUdL
ж

гр
жгр ρ

τ
=−δ ,   (7.3.1) 

 

( ) .
ж

гр
жгр dA

j
ССdL ix

i
x

i ρ
=−δ    (7.3.2) 

 
Потоки импульса и массы поперек пограничного слоя, как известно, 

принимаются постоянными: 
 

( )жгржжгр UU −γρ−=τ ,   (7.3.3) 

 

( ) .жжгр
1

1
жгр ρ−β−= ∑

−

=

x
i

x
i

n

j
iji ССj    (7.3.4) 

 

 373



Перепишем соотношение (7.3.2) и (7.3.4) в матричной форме: 
 

( ) [ ]( ) dACCCCLd xxxx −β−=− .   (7.3.5) 
 
Умножим (7.3.5) на модальную матрицу 1F−⎡ ⎤

⎣ ⎦  слева, используя 

свойство матрицы коэффициентов диффузии [ ]D  [36, 37] 
 

[ ][ ] [ ]1 ,F D F L F F−⎡ ⎤ ⎡ ⎤1 1,−= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (7.3.6) 

 

где L  – диагональная матрица собственных значений матрицы [ ]D . С 

учетом зависимости [ ] [( ])f Dβ =  преобразуем (7.3.5) к виду 
 

гр гр жж

x x x x
L d C C С C dA

∨ ∨ ∨ ∨
δ

⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜− = − Λ −
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

,   (7.3.7) 

 

где 1
x

xС F C
∨

−⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ; [ ][1
ж F−⎡ ⎤Λ = β⎣ ⎦ ]ж F

⎞
⎟
⎟
⎠

 – диагональная матрица 

коэффициентов массоотдачи в жидкой фазе. 
Для i-компонента уравнение (7.3.7) запишется в форме 
 

гр гр жжΛ .
x x x x

i i i iiL d С С С С dAδ
∨ ∨ ∨ ∨⎛ ⎞ ⎛

⎜ ⎟ ⎜− = − −
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

   (7.3.8) 

 
Разделяя в выражениях (7.3.1), (7.3.3) и (7.3.7) переменные и 

интегрируя вдоль поверхности раздела )(zA , получим распределение 
движущих сил процессов переноса в жидкой фазе [33, 35]: 

 
( ) ]/exp[ΔΔ ж0 δγ−= LAUU ,    (7.3.9) 

 

( ) ]/Λexp[ΔΔ ж δ

∨∨

−= LAСС i
x
oi

x
i ,   (7.3.10) 
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где ( ) ( ) ( ) (zAA жж = γγ , )zAA ii жж ΛΛ =  – кинетические параметры переноса в 

жидкой фазе; , , ,  – движущие 
силы в сечение входа газа в слой жидкости при 

жгрΔ UUU −=
∨∨∨

−= x
i

x
i

x
i CCС жгрΔ 0ΔU

∨
x
oiCΔ

( ) 0=zA . 
Аналогично для газовой фазы: 
 

( ) ]/exp[ΔΔ г0 δγ−= GAWW ,    (7.3.11) 
 

( ) ]/Λexp[ΔΔ г δ

∨∨

−= GAСС i
y
oi

y
i ,   (7.3.12) 

 
где ( ) (zAA гг )γ=γ , ( ) ( )zAA ii гг ΛΛ =  – кинетические параметры переноса в 

газовой фазе грΔ WWW −= ∞ ,  – движущие силы переноса 

импульса и массы в газовой фазе; ,  – соответственно движущие 
силы при . 

∨∨

∞

∨

−= y
i

y
i

y
i CCС гpΔ

0Δ
∨

W y
iC0Δ

( ) 0=zA
В силу различных значений  и  распределение движущих сил 

процессов переноса импульса и массы неоднородны. Известно [38, 39], что в 
случае многокомпонентного переноса, по аналогии с бинарными системами 
(см. уравнения (7.1.8)), справедливо соотношение: 

γ Λ

 

[ ][ ]0,5ScI γ = β .     (7.3.13) 

 
Для i-компонента псевдобинарной смеси матричное обобщение (7.3.13) 

с учетом (7.3.6) можно переписать в форме 
 

5,0ScΛ ii=γ .    (7.3.14) 
 

Рассмотрим изменение движущих сил процессов переноса импульса и 
массы вдоль поверхности ( )zA . Применение соотношения (7.3.14) в 
выражениях (7.3.11), (7.3.12) приводит к зависимости, аналогичной (7.1.13): 

 

[ ]δ∨

∨

−=≈ GА
W
W

C

С
iаi

k

y
oi

y
ki /ScΛexp

Δ
Δ

Δ

Δ 5,0
гг

0
<<1, << . (7.3.15) 

∨
y
kiСΔ

∨
y
oiСΔ
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Для жидкой фазы аналогично запишем 
 

[ ]δ∨

∨

−=≈ LА
U
U

C

С
iаi

k

x
oi

x
ki /ScΛexp

Δ
Δ

Δ

Δ 5,0
жж

0
<<1, << . (7.3.16) 

∨
x
kiСΔ

∨
x
oiСΔ

 
По известному определению, объемный коэффициент массоотдачи 

имеет вид 
 

( )г
г жг ж

ln(Δ /Δ )
Λ ,

ΔΔ

y y
i oi ki

i
yy
oii

M С CMа

V СV С

∨ ∨∨∨

∨∨
= =

ρρ

   (7.3.17) 

 

где средняя движущая сила 
∨

y
iСΔ  записана как среднелогарифмическая при 

условии, что << : 
∨
y
kiCΔ

∨
y
oiCΔ

 

Δ Δ Δ
Δ

ln(Δ /Δ ) ln(Δ /Δ )

y y y
y oi ki oi
i

y y y
oi oiki ki

С C С
С

С C С C

∨ ∨ ∨
∨

∨ ∨ ∨ ∨

−
= ≈

y

. (7.3.18) 

 

Подставляя в уравнение (7.3.17) выражение  из (7.3.15), получим: 
∨
y
kiCΔ

 

( )
∨
−

δ

∨

∨

=

ρ

= .][,

Δ

ScΛ
Λ 1

жг

5,0
гг

г MFM

GСV

AM
а

y
i

iaii
i    (7.3.19) 

 

Поскольку <<  
∨
y
kiСΔ

∨
y
oiСΔ
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( )( ) δ

∨

δ

∨∨
=−= ∫ GСdAGzAСМ y

oii
y
oi

А

ii
а

Δ/ΛexpΔΛ г
0

г , 

 
то согласно (7.3.19) установим связь: 
 

( ) .
ScΛ

Λ
ж

5,0
гг

г V
A

а iai
i =     (7.3.20) 

 
Аналогичное выражение получим для жидкой фазы: 
 

( ) .
ScΛ

Λ
ж

5,0
жж

ж V
A

а iai
i =    (7.3.21) 

 
В выражения (7.3.20), (7.3.21) для определения объемных 

коэффициентов массоотдачи i-компонента псевдобинарной смеси входят 
средние значения коэффициентов массоотдачи i-компонента  и значение 
площади межфазной поверхности . 

iΛ
aA

Среднее значение коэффициента  найдем на основе использования 
уравнений модели диффузионного пограничного слоя (глава 3). 

iΛ

Подставляя в выражения (7.3.20), (7.3.21) значение площади 
межфазной поверхности  в виде (1.5.18) и коэффициентов в форме (3.4.9), 
(3.4.10), получим уравнения для определения объемных коэффициентов 
массоотдачи псевдобинарной смеси в жидкой и газовой (паровой) фазах [31–
35]: 

aA

при  0>iL
 

( )
( )

( )
,

/2Scarctg

]2/2/[
Λ

ж
2

11

2
гстж

2
0г0

VRuRR

WShgWSu
а

эi

kk
i

σ+ρ

ρ−′ρ+ρ
=

∗

∗   (7.3.22) 

 
при  0<iL
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( )
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/2Scаrctg

]2/2/[
Λ

ж
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гстж

2
0г0

VRuRR

WShgWSu
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ρ−′ρ+ρ
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∗
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где значения  для жидкой фазы определяются по выражениям (7.1.36), а 
для газовой фазы – по (7.1.37). Размерность выражений (7.3.22) и (7.3.23) – 
1/с. 

1R

Переход от диагональной матрицы аΛ  к квадратной матрице 
коэффициентов массоотдачи [  производится по соотношению: ]aβ

 

[ ] [ ] 1a F а F−⎡ ⎤β = Λ ⎣ ⎦ .    (7.3.24) 

 
Применение теоремы Сильвестра [36] позволяет для матрицы 

коэффициентов массоотдачи многокомпонентной смеси записать выражение 
 

[ ] ( )k
S

k
ok azа Λ

1
∑
=

=β ,    (7.3.25) 

 
где      
 

{ }
( )

1 1

0
1 1

1

1

j
k

k j

j j k D L I
z

j j k L L

− −

− −

⎡ ⎤= ≠ −⎣ ⎦
=

= ≠ −

; 

S – число собственных значений матрицы ][ 1−D ; L – собственное значение 

матрицы . ][ 1−D
Матрица  вычисляется по формуле ][ 1−D ][ 1−D [ ] [ ]BГ= , где  – 

матрица термодинамических факторов [2]; 
[ ]Г

[ ]B  – матрица инвертированных 
коэффициентов диффузии [2]. 

Выражения для расчета количества переданной массы компонентов 
имеют вид 

 
[ ] XAM Δжж βρ= ,     ( ) ( )KjjKjjj XXXXX Δ/Δln/ΔΔΔ 00 −= , (7.3.26) 

 
[ ] YAM Δгг βρ= ,       ( ) ( )KjjKjjj YYYYY Δ/Δln/ΔΔΔ 00 −= ,  (7.3.27) 

 
где XΔ , YΔ  – вектор-столбец среднелогарифмических движущих сил 
массоотдачи. 

Выражение (7.3.26) для i-компонента можно представить в форме: 
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( )∑
−

=
ρβ=

1

1
жж Δ

n

j
jiji XAM .   (7.3.28) 

 
Аналогично записывается поток , при этом используется 

коэффициент массоотдачи в газовой фазе (7.3.27). 
iM

 
7.4. Расчет коэффициентов массопередачи  
при разделении многокомпонентных смесей 

 
Расчет коэффициентов массоотдачи и массопередачи по 

рассмотренным выше уравнениям математической модели 
многокомпонентного переноса в двухфазной системе газ (пар) – жидкость на 
тарелке рекомендуется проводить в следующем порядке. 

1. Задаются входные параметры модели: скорость газа в колонне , 
статический столб жидкости , конструктивные параметры тарелки и 
средний состав смеси. 

кW
стh

2. По известным уравнениям определяются физические свойства 
многокомпонентной смеси и матрица [ ]D  [40 – 46]. 

3. Из решения характеристического уравнения [47]: 
1 1det 0D L I− −⎛ ⎡ ⎤ −⎜ ⎣ ⎦⎝ ⎠

⎞ =⎟  – вычисляются собственные значения матрицы 

. ][ 1−D
4. Для заданного типа контактного устройства по алгоритмам, 

приведенным в работах [16, 18–22], определяются площадь сечения газового 
потока на выходе из газораспределительных элементов , скорость газа  
в данном сечении и параметры ,  (см. примеры расчета в разделе 7.2). 

0S 0W
*u 1R

5. По уравнениям (7.3.22), (7.3.23) вычисляются элементы 

диагональной матрицы aΛ . 

6. По формулам (7.3.24), (7.3.25) вычисляются матрицы объемных 
коэффициентов массоотдачи [ ]aβ . 

Для проверки адекватности уравнений математической модели 
многокомпонентного переноса реальным процессом ректификации 
проведено сравнение расчетных и экспериментальных значений 
коэффициентов массоотдачи и массопередачи. 

Результаты расчета матрицы коэффициентов массоотдачи при 
ректификации смеси метанол – изопропанол – вода на ситчатой тарелке и 
корреляция с экспериментальной матрицей приводятся в табл. 7.1. Из 
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таблицы следует, что элементы матрицы объемных коэффициентов 
массоотдачи в паровой фазе удовлетворительно согласуются с элементами 
матрицы экспериментальных значений коэффициентов массоотдачи [48], где 
[ ] [ ] гггг / Maa ρβ=β ,  – молекулярная масса смеси в паровой фазе. гM

 
Т а б л и ц а 7.1 

 
Сравнение элементов матрицы коэффициентов массоотдачи в паровой 
фазе (кмоль/м3·с), определенных по уравнениям математической модели 

и экспериментально (полный возврат флегмы) [48] 
 

Расчет [ ]гaβ  по уравнениям 
(7.3.22), (7.3.24) 

Эксперимент [48] 
[ ]гaβ  

Скорость 
пара, 
м/с 11 12 21 22 11 12 21 22 

0,444 
0,498 
0,776 

1,237 
1,230 
1,341 

0,302 
0,299 
0,322 

0,186 
0,184 
0,198 

1,676 
1,665 
1,808 

0,977 
1,069 
1,511 

0,234 
0,257 
0,360 

0,145 
0,158 
0,224 

1,318 
1,443 
2,038 

 
Исследованию кинетики многокомпонентного массопереноса на 

барботажных тарелках посвящены работы ряда авторов [49–51]. 
Экспериментальные данные в указанных работах получены при разделении 
многокомпонентных смесей с близкими физико-химическими свойствами. 
Применительно к матрице ][ 1−D  данное условие означает [2]: 

[ ][ ] [ ]1D Г В I В−⎡ ⎤ = =⎣ ⎦ . 

При предположении, что парные коэффициенты диффузии  

становятся равными, матрица 

ijD

][ 1−D  выражается в виде [2] 
 

1 1D D I− −⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ,     (7.4.1) 

 
где D  – характеристический коэффициент диффузии. 

Коэффициенты массоотдачи для данных систем, как следует из 
уравнения (7.4.1), становятся равными соответствующим коэффициентам 
массоотдачи в бинарных смесях при идентичной гидродинамической 
обстановке: 
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[ ] ( )a a Iβ = β .     (7.4.2) 

 
Тогда выражение для определения коэффициента массопередачи имеет 

известный вид: 
 

[ ] ( ) [ ] ( )1 11
жжКа а I m a I− −−= β + β 1

г
− .  (7.4.3) 

 
Экспериментальный коэффициент массопередачи в работах [49 – 51] 

вычисляется по формуле: 
 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

*
тарж Δ/ iiif XSМК .    (7.4.4) 

 
Значения коэффициентов массопередачи, для сравнения с 

экспериментальным коэффициентом (7.4.4) найдем двумя способами: 
1. По уравнениям математической модели процессов переноса в 

барботажном слое для бинарных смесей (раздел 7.1) в соответствии с 
выражением (7.4.3). 

2. По выражениям (7.3.22) – (7.3.25), описывающим 
многокомпонентный перенос в двухфазном слое, из определения общего 
потока массы через межфазную поверхность 
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для коэффициента массопередачи  имеем: iKA ж)(
 

*
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Аналогично можно записать коэффициент , выражая его через 

концентрации паровой фазы. 
iKA г)(

На рис. 7.12 приведены расчетные и экспериментальные зависимости 
комплекса [2]: 
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5,0
г

32,0
гг ScWe jjj NB = ;   )(Reггг jj BB = , 

 
где  – число единиц переноса в паровой фазе, определяемое по формуле 

; 

jNг

)/()( гг kkjj SWAN β= гг /Re νχ= kW ; ; . 

Коэффициент массоотдачи в паровой фазе вычисляется по уравнению 
(7.1.40) с учетом соотношения (7.4.2). 

2
стWe ( / )h= χ 5,0

ж )/( gρσ=χ

 

 

0,50,32
г г гWe Scj j jB N=  

 
Рис. 7.12. Зависимость комплекса  от числа 

 на колпачковых тарелках: 1–1 – область расчета по 
математической модели; точки – экспериментальные 
данные различных авторов, обобщенные в работе [2] 

jBг
гRe

 
 

На рис. 7.13 и 7.14 показано согласование расчетных и 
экспериментальных значений коэффициентов массопередачи при 
ректификации трехкомпонентной [49, 51] и четырехкомпонентной [50] 
смесей. Расхождение результатов расчета кинетических характеристик по 
уравнениям математической модели массоотдачи с опытными значениями 
находится в пределах ±10 – 25 %. 
 На основании проведенных расчетов объемных коэффициентов 
массоотдачи и массопередачи можно сделать вывод о том, что рассмотренная 
математическая модель многокомпонентного переноса удовлетворительно 
описывает эквимолярный процесс ректификации многокомпонентных смесей 
в турбулентном газо(паро)жидкостном слое на контактных устройствах 
барботажного типа. 
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Рис. 7.13. Зависимость  от  

для различных компонентов смеси.  
ifK ж/1 im/1

Экспериментальные данные [49, 51]: а – метанол, б 
– этанол, в – вода. 1–1 – область расчета по 
математической модели 

 

 
 

Рис. 7.14. Зависимость  от  

для различных компонентов смеси.  
ifK ж/1 im/1

Экспериментальные данные [50]: а – метанол,  
б – этанол, в – пропанол, г – вода. 1–1 – область расчета 
по математической модели 
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 Известно, что процесс массообмена при ректификации протекает 
одновременно с процессом теплообмена, который может оказывать 
существенное влияние на скорость переноса массы компонентов между 
фазами. 

В работах [52, 53] для практических расчетов коэффициентов 
массоотдачи при ректификации рекомендуется учитывать термические 
эффекты путем введения дополнительного коэффициента термического 
сопротивления. С этой же целью некоторые исследователи [54–58] вводят 
поправочные множители к кинетическим коэффициентам эквимолярного 
переноса. 

Например, в [57, 58] на основе балансовых соотношений 
материального и теплового потоков получены выражения для общего потока 
массы при неэквимолярном многокомпонентном переносе. Данные 
выражения используются в [57, 58] для учета эффектов, связанных с 
неэквимолярным переносом. В результате расчета установлено, что при 
допущении эквимолярности и изотермичности процесса ректификации в ряде 
случаев не учитывается до 40 % массовых потоков компонентов. 
 

7.5. Теплопередача в барботажном слое 
 
Процессы разделения смесей в промышленных массообменных 

аппаратах, как правило, сопровождаются процессами теплопередачи от 
одной фазы к другой. Особенно важное значение приобретает моделирование 
процессов теплообмена при расчете ректификационных аппаратов, так как 
знание реальных полей на тарелках и профиля температуры в колонне 
позволит уточнить влияние многих факторов на процесс разделения 
бинарных и многокомпонентных сред. Влияние теплопередачи на процесс 
разделения может быть значительным при ректификации смесей с высокой 
относительной летучестью компонентов и в процессах абсорбции газов с 
большим содержанием извлекаемого компонента при высокой степени его 
извлечения [2]. Кроме этого в различных отраслях промышленности находят 
применение пенные теплообменники [1], которые отличаются высокой 
эффективностью и производительностью. Поэтому развитие теоретических 
методов моделирования теплообмена в данных аппаратах является 
актуальным при решении задач проектирования или модернизации 
технологических установок. 

В данном разделе в рамках рассмотренного выше подхода показано 
применение уравнений математической модели [5, 6] для расчета 
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коэффициентов теплоотдачи и теплопередачи в развитом турбулентном 
барботажном слое [59, 60]. 

 
Теплопередача от парогазовой смеси 

 
Процессы теплопередачи от чисто газовой или паровой фаз являются 

частными случаями переноса тепла от парогазовой смеси. Поэтому 
рассмотрим первоначально применение уравнений математической модели 
(раздел 7.1) для расчета коэффициентов теплоотдачи от парогазовой смеси в 
турбулентном барботажном слое. 

Перенос теплоты от парогазовой смеси, по сравнению с конденсацией 
чистого пара, отличается наличием диффузионного сопротивления 
парогазовой прослойки, которая образуется вблизи поверхности раздела фаз 
[61, 62]. Тепловой поток от парогазовой смеси к межфазной поверхности 
складывается из теплоты, передаваемой путем конвекции, и теплоты, 
переносимой конденсирующимся паром. 

Количество переданной теплоты Q  в пенном слое равно: 
 

( ) жжж Δ рсtAQ ρα= ,     (7.5.1) 

 
( ) rMсTAQ р ⋅+ρα= ггг Δ ,    (7.5.2) 

 
где                  ( ) YAM Δгβ= ,     (7.5.3) 
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В выражениях (7.5.1), (7.5.2) коэффициенты ( )гAα  и  имеют 

размерность м

( )жAα
3/с (см. уравнения (7.1.39) и (7.1.41)). 

Запишем количество переданного тепла, используя коэффициент 
теплопередачи  [1, 63, 64]: )( AKt
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1
жжж Δ/Δ −− β+αρ+αρ= TYArAсAc
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t

, (7.5.6) 

 
с коэффициентами тепло- и массоотдачи (7.1.39) – (7.1.41). 
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При расчете коэффициента теплопередачи по формуле (7.5.6) 

необходимо задаваться значениями  и . Рекомендуют  принять 
равным концентрации насыщения при температуре  [61], а последнюю–

искать методом последовательных приближений из соотношения: 

грY грT грY

грT

 
( ) ( ) ( ) rYATсAtсA рр ΔΔΔ ггггжжж β+ρα=ρα .   (7.5.10) 

 
Теплоотдача от газовой фазы 

 
В частном случае, когда влагосодержание газа невелико, численная 

оценка членов в уравнении аддитивности (7.5.6) показывает, что 
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В этом случае основное сопротивление переносу тепла сосредоточено в 

газовой фазе и коэффициент теплопередачи от газовой смеси в турбулентном 
барботажном слое можно рассчитывать, используя только второе слагаемое в 
правой части уравнения (7.5.6). 

В табл. 7.2 приведены результаты расчета [59] коэффициента 
теплопередачи (отнесенного к рабочей площади ситчатой тарелки) и 
сравнение с экспериментальными данными [1, 65] для системы воздух – вода. 

 
Т а б л и ц а 7.2 

 
Расчетные и экспериментальные значения коэффициентов 

теплопередачи в пенном слое 
 

Ktf, Вт/м
2 °С Высота 

сливной 
планки, 
мм 

Расход 
жидкости, 
м3/м·ч 

Скорость 
газа, м/с эксперимент 

[65] 
расчет по 

(7.5.6) 

Расхождение 
% 
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10 
 
 
 

20 
 
 
 

20 
 
 
 
 

15 
 
 
 
 

20 
 
 
 

10 
 
 
 

15 
 
 
 
 

1,5 
2,0 
2,5 
3,0 
3,5 
1,5 
2,0 
2,5 
3,0 
1,5 
2,0 
2,5 
3,0 
1,5 
2,0 
2,5 
3,0 
3,5 

  7210,6 
  8989,9 
11478,8 
12211,5 
14304,9 
  7792,1 
  9443,5 
11106,6 
13665,2 
  7443,2 
  9269,1 
10001,8 
12908,3 
  7675,8 
10009,4 
11048,5 
13490,8 
16921,6 

  7943,2 
10611,0 
12793,0 
12539,4 
12541,7 
  8316,2 
  8503,0 
13844,3 
14035,0 
  7039,6 
  9382,1 
11720,7 
12432,4 
  7509,7 
10009,4 
12505,7 
14131,6 
15987,4 

10,2 
18,0 
11,4 
  2,7 

       -12,3 
  6,7 
17,4 
24,6 
  2,7 
-5,4 
 1,2 
17,1 
-2,7 
-2,2 
  0,1 
13,2 
  4,8 

       -17,3 
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Параметры фаз на входе контактного устройства следующие: 
температура воздуха – 28 °С; температура воды – 18 °С. Статический столб 
жидкости  в уравнениях (7.5.7)–(7.5.9) вычислялся по эмпирическому 
выражению [1] для данного типа контактного устройства. 

стh

 
Теплоотдача от паровой фазы 

 
В случае теплопередачи при конденсации чистого пара в двухфазном 

слое движущая сила массоотдачи в паровой фазе имеет значение [66] 
 

.0,Δ грггр ≅ρ≅−= ∞ YYYY     (7.5.11) 

 
Численная оценка членов в уравнении (7.5.6) дает 
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Отсюда следует, что основное термическое сопротивление 

сосредоточено в жидкой фазе ( ) ≅AКt ( ) жжж рсA ρα , что подтверждается 

многими исследователями [67 – 70]. В этом случае коэффициент 
теплопередачи можно определить по уравнению (7.5.8). 

Известно, что конденсация пара и испарение жидкости с поверхности 
раздела фаз существенно влияют на интенсивность теплообмена и, 
следовательно, на параметры пограничного слоя, который формируется на 
межфазной поверхности. Для определения коэффициентов теплоотдачи с 
учетом явлений конденсации и испарения в разделе 3.5 установлено влияние 
этих факторов на безразмерную толщину вязкого подслоя жидкой фазы  
в турбулентном пограничном слое на проницаемой пластине. По формуле 

(3.5.13) можно вычислить значение параметра  в пограничном слое 
жидкой фазы системы пар – жидкость.  

10R

1
~
R

На рис. 7.15 показано сравнение расчетных и экспериментальных [67] 
значений коэффициентов теплоотдачи для случая барботажа пара в слой 
недогретой жидкости из одиночного отверстия. Коэффициент теплоотдачи 
( )жραрс , отнесенный к межфазной поверхности, связан с объемным 

коэффициентом ( )жρα рAc , Вт/К, рассчитанным по уравнению (7.5.8), 
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соотношением ( ) FA /α=α , где F – площадь межфазной поверхности, 
измеренная экспериментально [68], м2. 

 

 
 

Рис. 7.15. Зависимость среднего 
коэффициента теплоотдачи от среднего 
температурного напора tΔ  при барботаже 
пара со скоростью  из 
одиночного отверстия диаметром 0,0037 м. 
Высота статистического столба жидкости 
0,075 –м, 1 – эксперимент [67], 2, 3 – расчет по 
уравнению (7.5.8) с параметрами  (3.5.4) и 
(3.5.13) соответственно 

0 30 м/сW =

1R

 
Результаты расчета массовых потоков пара на входе и на выходе 

контактного устройства при барботаже пара из одиночного отверстия и 
корреляция с экспериментальными данными [69] приводятся на рис. 7.16. 

Потоки пара находились из соотношений материального и теплового 
баланса 

 
ММM −= вхвых ,   ( ) rMtсA р ⋅=ρα Δжжж ,  (7.5.12) 

 
где  – массовый поток пара на выходе из контактного устройства; 

 – массовый поток пара на входе в контактное устройство; 
выхM

вхМ М  – 
количество конденсата. 
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Рис 7.16. Массовый поток пара, 

поступающего на контактное устройство, и поток 
конденсированного пара на выходе из устройства.  
1 – экспериментальные данные по массовому потоку 
поступающего пара [69], 2 – экспериментальные 
данные по массовому потоку пара на выходе из 
устройства [69], 3 – расчетный массовый поток 
поступающего пара, 4 – расчетный массовый поток на 
выходе без учета , 5 – расчетный массовый поток на 

выходе с учетом  

+
fv
+
fv

 
Из рис. 7.15 и 7.16 следует, что учет эффекта конденсации приводит к 

лучшему согласованию с экспериментальным коэффициентом теплоотдачи. 
Так, например, в работе [70] при барботаже пара  в слой 

жидкости  получено экспериментальное значение 

. Расчет по математической модели с параметром  из 

соотношения (3.5.4) дает значение , а с параметром  

(3.5.13) получено , т.е. расхождение составляет ~20 %. 

м/с)39( 0 =W

C)20(Δ °=t

К23
ж Вт/м1060 ⋅=α 1R

К23
ж Вт/м102,30 ⋅=α 1R

К23
ж Вт/м1049 ⋅=α

 
7.6. Выводы о результатах расчета массоотдачи на барботажных 

тарелках 
 
Рассмотренные в предыдущих разделах уравнения математической 

модели для расчета коэффициентов массоотдачи на контактных устройствах 
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с газо(паро)жидкостным слоем позволяют провести детальный анализ 
зависимости объемных коэффициентов от режимных параметров процесса, 
конструктивных характеристик тарелки и физических свойств разделяемой 
смеси. 

 
Влияние скорости газа или пара в колонне 

 
Одним из основных определяющих гидравлических параметров 

процессов физической абсорбции и ректификации является скорость газа и 
пара в колонне. 

В результате многочисленных расчетов по уравнениям (7.1.38) – 
(7.1.41) установлен довольно широкий диапазон влияния скорости газа (пара) 
на кинетические характеристики массотеплоотдачи. 

Коэффициенты массоотдачи в жидкой фазе барботажного слоя имеют 
сложную зависимость от скорости газа (пара) в колонне. Если на клапанных 
тарелках эта зависимость имеет вид )7,04,0(

ж ~ −β kW  [23, 71–73], то на 
ситчатых и колпачковых контактных устройствах во многих случаях при 

м/с8,02,0 −=kW  наблюдается увеличение fжβ , а затем 

м/с)2,18,0ри(п −=kW  происходит уменьшение коэффициентов 
массоотдачи почти в 1,5 раза с дальнейшим постепенным ростом при 

м/с2,1>kW  [29, 74–76]. Расчеты коэффициентов fжβ  по уравнениям 

математической модели [5, 6] полностью соответствуют этим зависимостям 
(рис. 7.9). 

В газовой фазе установлен интервал , что 

подтверждается известными экспериментальными исследованиями. 

)0,13,0(
г ~ −β kf W

Следует отметить, что степень влияния kf W~гβ  зависит от 

конструкции газораспределительного устройства, высоты столба жидкости и 
физических свойств смеси. 

 
Влияние расхода жидкости 

 
Проверена зависимость коэффициентов массоотдачи от расхода 

жидкости на тарелке. Установлено, что расход жидкости влияет на 
массообмен слабо, посредством изменения высоты столба жидкости, так как 
скорость жидкой фазы значительно меньше скорости газа. Полученные 
данные для различных контактных устройств можно представить в виде 
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)15,01,0(
ж~ −β Qf .     (7.6.1) 

 
Зависимость (7.6.1) подтверждается экспериментально по результатам 

исследования различных авторов в работах [77, 78], где установлена степень 
влияния . )17,013,0(

жж ~ −β Qf

 
Влияние столба жидкости 

 
Значительно больше разногласий у различных авторов относительно 

оценок степени влияния высоты статического столба жидкости (или пены) на 
коэффициент массоотдачи. Для процессов физической абсорбции, десорбции 
и ректификации степень влияния, по данным многочисленных 
экспериментальных исследований [23–28, 72–74, 77, 79–84] находится в 
диапазоне  

 
65,05,0

стг ~ −β hf , 78,03,0
стж ~ −β hf .   (7.6.2) 

 
При исследовании коэффициентов массоотдачи в жидкой фазе 

сульфитной методикой (процесс окисления сульфита натрия в сульфат 
кислородом воздуха в присутствии катализатора) установлен следующий 
интервал влияния [74, 85]: 

 
7,112,1

стж ~ −β hf .    (7.6.3) 

 
В результате расчета коэффициентов массоотдачи по уравнениям 

(7.1.38), (7.1.40) получено 
 

8,05,0
ст~ −β hf  

 
при изменении столба жидкости в пределах 0,01 – 0,1 м. 

Статический столб жидкости на контактном устройстве находится, как 
правило, на основе исследования перепада давления в двухфазном слое или 
методом отсечки. Значения , по данным различных авторов, для 
однотипных барботажных тарелок иногда различаются до 30 – 50 %, что 
влияет на точность расчета коэффициентов массоотдачи по уравнениям 
математической модели. 

стh

 

 392



Влияние поверхностного натяжения 
 
Увеличение поверхностного натяжения на границе газ – жидкость 

приводит к повышению затрат энергии на образование межфазной 
поверхности и, следовательно, уменьшает поверхность контакта. В 
результате расчетов коэффициентов массоотдачи по уравнениям (7.1.38), 
(7.1.40) установлен следующий интервал влияния поверхностного 
натяжения: 

 
)45,01,0(~ −−σβ f . 

 
В работе [1] представлены экспериментальные данные: 43,0~ −σβ f . 

Кроме того, в результате анализа критериальных уравнений различных 
авторов можно сделать вывод о степени влияния σ  на fβ : )4,015,0(~ −−σβ f . 

 
Влияние вязкости 

 
Повышение вязкости жидкости приводит к большой затрате 

кинетической энергии газа на образование пенного слоя. 
В результате расчета установлено, что увеличение вязкости газа и 

жидкости приводит к уменьшению коэффициентов массоотдачи как в 
газовой, так и в жидкой фазах: 

 
)25,015,0(

гг ~ −−νβ f , 2,0
жж ~ −νβ f . 

 
Полученные зависимости согласуются с экспериментальными данными 

[1, 86, 87]. 
 

Влияние коэффициентов молекулярной диффузии 
 
Для барботажных тарелок экспериментально установлен следующий 

диапазон [28, 79, 81, 88, 89] 
 

76,014,0~ −β Df . 
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В работах [90, 91] отмечается, что в режиме развитой турбулентности 
коэффициенты массоотдачи в жидкой фазе практически не зависят от 
молекулярной диффузии. 

Рассмотренная математическая модель массоотдачи дает зависимости, 
близкие к экспериментальным [28, 79, 81, 88, 89]. 

 
Влияние конструктивных характеристик тарелок 

 
Расчетным путем по уравнениям (7.1.38) – (7.1.41) исследована 

зависимость коэффициентов массоотдачи от конструктивных параметров 
контактных устройств . ),,,( cвэклсп FdGh

Установлено, что высота сливной перегородки влияет на коэффициент 
массоотдачи путем изменения высоты статического столба жидкости, а на 
ситчатой тарелке, кроме того, от запаса жидкости зависит скорость газа 

min0W , при которой отверстия вступают в процесс барботажа. 
Результаты расчета  и fгβ fжβ  показали, что изменение свободного 

сечения тарелки  при постоянстве остальных параметров сказывается на 
эффективности массопередачи незначительно, также было установлено 
слабое влияние диаметра отверстий, что соответствует экспериментальным 
данным [84]. 

cвF

Точность расчета коэффициентов массоотдачи по уравнениям 
математической модели для тарелок различных конструкций зависит от 
функции вида 

 
...),,,,,( гжстж0 ρρ= hQWfW k  

 
которую можно получить, используя известные результаты 
гидрогазодинамики или экспериментальным путем на макете контактного 
устройства. 

На основе многочисленных расчетов коэффициентов массоотдачи fгβ  
и  по уравнениям (7.1.38), (7.1.40) для барботажных тарелок различных 

конструкций (пять типов) при ректификации, абсорбции и десорбции более 
двадцати различных смесей можно сделать вывод о том, что рассмотренная 
математическая модель [5, 6, 16] удовлетворительно описывает процессы 
переноса в газо(паро)жидкостных системах при развитом турбулентном 
режиме. 

fжβ

Уравнения проверены в следующем диапазоне изменения режимных и 
конструктивных параметров: м/с8,14,0 −=kW ; ; часм/м202 3

ж ⋅−=Q
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м1,001,0ст −=h ; ; %225cв −=F 3
0 (1 6) 10 мd −= − ⋅  и физических свойств 

смесей: ; ; ; 
 и . 

3
г кг/м517,0 −=ρ 3

ж кг/м1000580 −=ρ 0,02 0,075 Н /мσ = −
60030Scж −= 4,224,0Scг −=

 Применение уравнений математической модели массо- и теплоотдачи 
для барботажного слоя показано в работах [16, 17, 35, 92–103] при расчете 
эффективности промышленных контактных устройств и разработки 
технических решений по модернизации. 
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Г Л А В А 8 
 

ЭФФЕКТИВНОСТЬ ТЕПЛО- И МАССОПЕРЕНОСА  
В ПРОМЫШЛЕННЫХ АППАРАТАХ 

 
 Рассмотрены математические модели и даны результаты расчета 
эффективности тепло- и массопереноса в насадочных и тарельчатых 
колоннах при проведении процессов ректификации, сорбции и жидкостной 
экстракции, а так же охлаждения воды в градирнях. 

 
8.1.Подходы к конструированию тепломассообменных аппаратов 

 
Конструирование промышленных аппаратов в первую очередь связано 

с определением эффективности разделения смесей и теплообмена на 
контактных устройствах. В большинстве случаев эти задачи имеют 
полуэмпирический характер решения, который ограничен определенным 
интервалом работы и заданной конструкцией контактного устройства. 
Известно, что существенную роль в эффективности тепло- и массообменного 
процесса играет структура потоков в аппарате. Как видно из многочисленных 
исследований и промышленной практики при увеличении размера аппарата 
(например, с барботажными тарелками или насадкой), структура потоков 
значительно меняется, появляется большое число застойных зон, усиливается 
обратное перемешивание, снижается движущая сила процесса, это вызывает 
падение эффективности тепло- и массообмена. Так, например, при 
увеличении диаметра колонны в два раза КПД процесса может уменьшиться 
в 2–3 раза [1, 2]. В аппаратах больших размеров возникают значительные 
гидродинамические неравномерности, что снижает эффективность 
разделения смеси. Отсюда следует вывод, что при моделировании процессов 
разделения в аппаратах большого масштаба (как правило, диаметром более 
2 метров) необходимо учитывать отмеченные факторы и принимать 
конструктивные решения для ослабления их влияния на эффективность или 
полного устранения этих причин. 

В общем виде КПД массообменного контактного устройства или 
эффективность по Мерфри определяют как отношение изменения 
концентраций компонента в фазе на контактном устройстве (КУ) 
относительно равновесной: 

 

,
н

кн
∗−

−
=

СС
СCE      (8.1.1) 
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где  – концентрация компонента в фазе на выходе с КУ, масс. д.;  – 

концентрация компонента в фазе на входе в КУ, масс. д.; 
кC нС

∗С  – равновесная 
концентрация компонента, масс. д. 
 Форма записи выражения (8.1.1.) зависит от вида массообменного 
процесса и направления движущей силы. 
 Также в качестве интегральной характеристики эффективности 
массопередачи используется коэффициент извлечения . Для процесса 
абсорбции он записывается в виде 

ϕ

 
н к

н
100, %.C С

С
−

ϕ = ⋅     (8.1.2) 

 
Как известно, эффективность разделения смеси и теплообмена зависит 

от структуры потоков сплошной и дисперсной фаз на КУ, интенсивности 
тепло- и массообмена и площади межфазной поверхности. Используются 
разные модели для определения эффективности КУ в зависимости от 
принятой структуры потоков в аппарате: 

1. Модель идеального смешения для обеих фаз. 
2. Модель идеального смешения для сплошной фазы и вытеснения для 

дисперсной. 
3. Модель идеального вытеснения для сплошной фазы и идеального 

смешения для дисперсной. 
4. Ячеечная модель для сплошной и дисперсной фаз. 
5. Диффузионная модель для одной из фаз и т.д. 
Из вышеперечисленных моделей могут создаваться комбинированные 

модели, осложненные байпасом и рециклом. При этом число параметров, 
определяемых экспериментальным путем, увеличивается. 

Такими параметрами являются: число ячеек полного перемешивания, 
коэффициент продольного (обратного) перемешивания, коэффициенты 
рецикла и байпаса. Эти параметры зависят как от режима работы аппарата, 
так и от его масштаба и конструкции. Актуальной является задача создания 
математической модели процессов переноса импульса, массы и тепла с 
минимальным привлечением экспериментальных данных. 

При разработке новых или совершенствовании действующих 
промышленных аппаратов могут использоваться как априорные, так и 
структурно-конструктивные подходы. 

Для физико-химических систем (ФХС), созданных на априорной 
основе, характерно, как правило, сильное взаимодействие определяющих 
явлений, невыраженность механизмов их протекания, неопределенность 
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связей между ними и масштабом аппарата. Такая невыраженность структуры 
системы является главным препятствием моделирования их на основе теории 
подобия, ограничивая области ее применения локальными актами 
массопередачи и простыми явлениями [1, 3, 4]. В то же время в других 
областях техники постулируется возможность использования теории подобия 
для моделирования сложных систем [5–10]. 
 Перспективным представляется направление совершенствования 
процедуры освоения априорных конструкций аппаратов, связанное с 
упрощением их структуры и сведением задачи моделирования ограниченного 
числа определяющих явлений [11–19] или их совокупности [20–30].  
 Рассмотрим алгоритм конструирования промышленных 
массообменных аппаратов на основе физического и математического 
моделирования совокупности элементарных явлений на макете КУ. 

Исходной информацией для проектирования массообменного аппарата 
является техническое задание (ТЗ): состав разделяемой смеси; 
производительность, состав получаемого продукта и т.д. 

1. На основе известных рекомендаций, а также исходя из опыта и 
интуиции проектировщика, предварительно выбирается тип контактного 
устройства, задаются его конструктивные особенности, выделяются 
характерные области, формируемые конструкцией аппарата. 

2. Если в литературе отсутствуют необходимые опытные данные 
гидравлических исследований для контактных устройств аналогичного типа, 
то изготовляются макет контактного устройства или макеты характерных 
областей. 

3. При физическом моделировании процесса на макете контактного 
устройства или макете характерной области исследуются гидравлические 
характеристики двухфазного потока (перепад давления, диссипация энергии, 
межфазная поверхность, задержка фаз и др.). 

4. На основе результатов гидравлического исследования вычисляются 
коэффициенты массоотдачи и массопередачи по приведенным в главах 2-7 
уравнениям. 

5. Устанавливаются краевые условия к уравнениям движения и  
массопереноса. Вычисляются характеристики дифференциальных уравнений 
переноса (источниковые члены, коэффициенты турбулентного обмена). 

6. Система дифференциальных уравнений решается одним из 
численных методов затем находится распределение полей скоростей, 
давления, концентрации целевого компонента для макета контактного 
устройства. 
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7. По известному значению концентрации компонента на входе и 
выходе макета контактного устройства определяется среднее значение 
эффективности разделения. 

8. На основе расчета эффективности, исходя из требований ТЗ, 
выбираются режимные и конструктивные параметры проведения процесса 
разделения. Если данный тип контактного устройства не удовлетворяет 
требованиям ТЗ, то выбирается другая конструкция и повторяются пункты 1–
8 данного алгоритма. 

После выбора режимных и конструктивных параметров макета 
контактного устройства, которые удовлетворяют требованиям ТЗ, 
необходимо выполнить масштабный переход к промышленному аппарату. 
При этом можно воспользоваться одним из подходов. 

Первый подход получил название гидродинамического моделирования 
[1] и заключается в исследовании гидродинамики потока в промышленном 
аппарате натурального диаметра, но меньшей высоты. При этом по 
возможности устраняются неоднородности, которые появляются вследствие 
увеличения размера контактного устройства. На основе выполненных 
гидравлических исследований расчет эффективности массопередачи 
предлагается выполнить по математическим моделям, приведенным в данной 
работе. При этом можно уточнить влияние тех или иных факторов 
(масштабных эффектов) на эффективность разделения смеси без привлечения 
экспериментальных данных по массообмену. 

Второй подход, позволяющий выполнить переход от математического 
описания процессов на макете контактного устройства к промышленному 
аппарату, получил название сопряженного физического и математического 
моделирования [22–26]. 

Идея данного подхода связана с представлением процессов, 
протекающих в промышленном аппарате, в виде системы, состоящей из 
элементарных характерных структур (или зон) различных пространственно-
временных масштабов и формируемых конструкцией аппарата. 
Математическое описание каждой элементарной структуры (зоны) 
устанавливается при ее физическом моделировании на лабораторном макете. 
Постулируется инвариантность структуры описания элементарной зоны к 
масштабу аппарата в целом. В частности, такое описание может быть 
представлено в виде типовых математических моделей, содержащих 
параметры, зависящие от размеров аппарата. Зависимость параметров 
моделей характерных зон от масштаба аппарата устанавливается на основе 
вариационной формулировки законов сохранения импульса, массы и 
энергии. 
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Согласно системному анализу, позволившему сформулировать 
принцип иерархического существования явлений в промышленном аппарате, 
явления различных масштабов могут быть рассмотрены независимо, а затем 
учтено их взаимодействие [31–33]. Этот подход привел к значительным 
упрощениям при построении математических моделей сложных химико-
технологических объектов. 

Исследование и описание полей в характерной области рабочей зоны 
аппарата могут проводиться независимо от других областей вне аппарата на 
ее физической модели. На основе эксперимента устанавливаются базисные 
функции, которые описывают поля с заданной точностью. При масштабном 
переходе к промышленному аппарату конструктивные и режимные 
возмущения в определенном интервале их значений не изменяют структуру 
базисных функций, а влияют лишь на ее параметры. Подстройка параметров 
базисных функций, описывающих физические поля для заданного интервала 
режимных и конструктивных возмущений в промышленном аппарате, 
выполняется на основе удовлетворения законам сохранения импульса, массы 
и энергии. Решение этой задачи осуществляется вариационным методом, 
учитывающим краевые условия различного вида. Вариационный метод 
заключается в построении функционала, минимизация которого приводит к 
уравнениям Эйлера–Лагранжа, совпадающими с законами сохранения 
импульса, массы и энергии [34–36]. 

Математическое описание характерной области имеет структуру 
базисной функции только для таких конструктивных и режимных 
возмущений, при которых отклонение значения функции от точного решения 
уравнений балансов не превышает заданную погрешность. Эта погрешность 
обычно находится в пределах погрешности экспериментальных 
исследований физической модели. В области возмущений, где отклонение 
превышает допустимую погрешность, структура базисной функции не 
сохраняется. В этом случае для описания процесса необходимо выбрать 
конкурирующую базисную функцию, параметры которой обеспечивают 
минимальное значение функционала и, следовательно, удовлетворяют 
уравнениям баланса [22–26, 37–39]. Таким образом, метод сопряженного 
физического и математического моделирования позволяет установить 
распределение полей скоростей, концентраций и температур в рабочей зоне 
промышленного аппарата на основе базисных функций элементарных 
областей, полученных на макете с известной погрешностью. 

При проектировании новых аппаратов, когда экспериментальные 
данные по физическим полям в характерных областях отсутствуют, базисные 
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функции можно выбрать путем решения системы уравнений переноса, 
записанных для характерных областей макета [39]. 

Применение метода сопряженного физического и математического 
моделирования впервые было рассмотрено для описания структуры потока 
жидкой фазы на барботажных тарелках [25, 40–44]; описания диффузионного 
пограничного слоя [45, 46]; описания полей скоростей в жидкофазном 
проточном аппарате [47, 48], а также моделирования однофазного 
массопереноса в жидких смесях [49, 50]. 

Разработанные методы позволяют на основе банка базисных функций 
характерных областей осуществлять в автоматизированном режиме с 
помощью ЭВМ построение математической модели процесса в 
промышленном аппарате, выбор его оптимальной конструкции и режима 
работы без идентификации параметров на пилотных и промышленных 
образцах. 

В следующих разделах приводятся результаты численного решения 
систем уравнений переноса импульса, массы и тепла для различных 
аппаратов. Результаты решения могут использоваться для выбора базисных 
функций при масштабном переходе. 

 
8.2. Эффективность массо- теплопереноса в насадочных колоннах 

 
Рассмотрим пленочный режим работы насадочной колонны. В этом 

случае сплошной фазой является газовый или паровой поток, а дисперсной – 
жидкость, стекающая под действием силы тяжести по поверхности 
насадочных элементов. 

Теоретической основой описания процессов переноса в двухфазной 
среде являются фундаментальные законы сохранения и равновесия. При 
известных значениях площади межфазной поверхности и функции ее 
распределения в рабочем объеме колонны дифференциальные уравнения 
переноса следует записать для каждой фазы отдельно с условиями 
сопряжения на границе раздела фаз. Однако в колонне с неупорядоченной 
насадкой распределение межфазной поверхности неизвестно. Поэтому в 
данном случае используется подход, когда система уравнений переноса 
записывается для ядра сплошной фазы, а влияние дисперсной фазы 
учитывается в виде источников совместно с потоковыми соотношениями и 
условиями равновесия [51–55]. 

В осесимметричной двумерной постановке стационарные уравнения 
переноса импульса, массы и тепла в сплошной (паровой) фазе в 
цилиндрических координатах (для слоя насадки в колонне) имеют вид 
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где u,  – составляющие скорости пара в вертикальном (Z) и радиальном (R) 
направлениях; С

ν

G – концентрация компонента в паровой фазе; ,G GH T  – 
энтальпия и температура пара; , ,G G GDμ λ  – коэффициенты молекулярного и 

 – турбулентного обмена импульсом, массой и теплом; , ,TG TG TGDμ λ Gρ  – 

плотность пара; Р – давление; ( ) (; ,G G G )GH f T f P T= ρ = . 
К уравнениям (8.2.1 – 8.2.5) назначаются соответствующие краевые 

условия в насадочной секции аппарата: 
 (на входе); z=H, ∂u/∂z=0, 

∂С
0 0 00, , , ,G G G Gz u W С C T T P= = = = = 0P

G/∂z=0, ∂ /∂z=0 (на выходе); r=0, ∂u/∂r=0, ∂СGT G/∂r=0, ∂ /∂r=0 (на оси GT
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симметрии колонны); r= KD /2, u=0, ν =0, ∂СG/∂r=0, ∂ /∂r=0, GT
1 ( G

P r
r r r r

∂ ∂ ∂
= μ

∂ ∂ ∂
)ν

G

(на стенке колонны). 

Взаимодействия фаз в уравнениях (8.2.1) – (8.2.5) учитываются 
характеристиками турбулентного обмена , ,G GDμ λ  и источниками 
импульса , массы  и тепла . pr yr tr

В результате проведенных оценок установлено, что источник импульса 
в поперечном направлении  значительно меньше остальных членов 
уравнения (8.2.2) и им можно пренебречь. 

PRr

Источник импульса  в уравнении (8.2.1) имеет вид  pzr

 

G

G

G
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Jr ρΔγ
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Δ
= ,                                          (8.2.6) 

 
где  – количество импульса, переданное из паровой фазы в жидкую (сила 
гидродинамического взаимодействия), Па⋅м

JΔ
2; γ – коэффициент переноса 

импульса, м/с; UΔ  – движущая сила переноса импульса, м/с; F – площадь 
межфазной поверхности в насадочном слое, м2;  – объем сплошной фазы в 
насадочном слое, м

GV
3. 

Источник  определяет поток массы δM распределяемого компонента, 

переходящий через границу раздела фаз в единице объема сплошной фазы 
δ : 

yr
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G

Mr
V
δ

=
δ

, ( ) ( )гр грvG G G G vL G x xM V C C V C Сδ = β δ − = β δ − ,    (8.2.7) 

 
где  – объемные коэффициенты массоотдачи в паровой и жидкой 
фазах, кг/м

,vG vLβ β
3⋅с; СG, Cx – концентрации компонента в паровой и жидкой фазах, 

мол. доли;  – концентрации компонента на межфазной 
поверхности; . 

гр гр,G xС С

гр гр( )G xС f С=

Источник  характеризует поток тепла δQ, переданного через 
межфазную поверхность в единице объема паровой фазы δ : 

tr

GV
 

t
G

Qr
V
δ

=
δ

, ( ) ( )гр грvG G G vL G LQ V T T V Tδ = α δ − = α δ −T ,    (8.2.8) 
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где  – объемные коэффициенты теплоотдачи в паровой и жидкой 
фазах, Вт/м

,vG vLα α
3⋅К;  – температуры в фазах, К;  – температура на 

межфазной поверхности. 

,G LT T грT

Система уравнений (8.2.1) – (8.2.5) дополняется уравнениями баланса 
массы и тепла в фазах 

 
 ( ) ( )x Gd LC d GC= − ,         ( ) ( )L Gd LH d GH= .  (8.2.9) 

 
Для определения в уравнениях (8.2.1) – (8.2.5) характеристик 

турбулентного обмена используется гипотеза Клаузера (раздел 3.1) и 
принято, что данные коэффициенты в ядре потока имеют примерно 
одинаковые значения в каждом из каналов, образованных насадочными 
элементами и стекающей пленкой жидкости. Тогда в радиальном 
направлении среднее значение Тμ  находится на основе использования 
выражения (3.1.9) при : δ=y

 
                       

RТG G u∗μ = ρ χδ .                                      (8.2.10) 

 
Здесь u∗ – динамическая скорость; δ – средняя толщина турбулентного 
пограничного слоя в паровой фазе на границе с пленкой жидкости; 

.  /G Gv = μ ρG
Динамическая скорость и толщина пограничного слоя δ находятся на 

основе использования средней диссипации энергии парового потока в слое 
насадки (раздел 3.6).  

В вертикальном направлении в качестве характерного размера 
турбулентных пульсаций приближенно принимается эквивалентный диаметр 
насадки. Тогда среднее значение μT записано в виде TGzμ ≈ ∗χρ udэG . 

Коэффициенты массо – и теплоотдачи в источниках (8.2.7), (8.2.8) 
вычисляются по уравнениям, полученным на основе использования моделей 
пограничного слоя (глава 6). 

Представленная система уравнений (8.2.1) – (8.2.5) является замкнутой. 
Решение этой системы может быть выполнено различными численными 
методами. Результаты расчета процесса ректификации, обобщенные в виде 
ВЭТТ (высоты эквивалентной теоретической тарелке), представлены на рис. 
8.1 и 8.2 [52–56]. 
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Рис. 8.1.Зависимость ВЭТТ от фактора 
скорости . Ректификация смеси метанол – 
этанол в насадочной колонне: 1,3 – эксперимент; 
2,4 – расчет (L/G=1, =0,5 м, H=2 м 1,2 – кольца 
Паля, 50 мм; 3,4 – кольца Паля, 25 мм) 

vF

kD

 

0,40 0,80 1,20 1,60 2,00 
1,20 

1,60 

2,00 

2,40 

2,80  

vF

 1
В Э Т Т

 
• – эксперимент 
⎯ – расчет по модели. 

 
 

Рис. 8.2. Зависимость ВЭТТ от фактора 
скорости . Ректификация смеси метанол – 
этанол в насадочной колонне: 

vF
кD =0,5 м, Н=2 м, 

L/G=1, кольца Рашига, 50×50 мм 
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Из решения системы уравнений (8.2.1) – (8.2.5) находятся поля 
скоростей парового потока, концентраций компонентов и температур. 
Конструкция и характеристики насадочных элементов учитываются при 
расчете коэффициентов турбулентного обмена и источниковых членов. 
Конечной целью расчета является определение концентраций компонентов 
на выходе с насадочного слоя. Изменяя конструктивные и режимные 
характеристики насадочной колонны, выбирают тот вариант, который 
обеспечивает заданное качество разделения.  

Выполнен расчет [51] поля концентрации при хемосорбции СО2 и Н2S 
раствором моноэтаноламина (МЭА) в насадочной колонне диаметром 2 м с 
кольцами Рашига. 

Химическая реакция в жидкой фазе при хемосорбции СО2 и Н2S 
раствором моноэтаноламина из природного газа описывается уравнениями 

 

OHCHCHNHCOONHCHOHCH2OHCHCHNH2СО 223222222
IIr
→+ , 

 

( )HSNHCHOHCHOHCHCHNHSH 3222222
Ir
→+ . 

 
Корреляция экспериментальных данных [57] и расчетных профилей 

концентрации распределяемого компонента представлена на рис. 8.3 и 8.4. 
 

 

 
 
Рис. 8.3. Профиль 

концентрации Н2S в газовой фазе 
по высоте колонны в процессе 
хемосорбции в насадочном слое 
раствором МЭА (Ly=44,46 т/ч; 
Lx=36,11 т/ч; H=3×5м; Dк=2м; 
точки – эксперимент [57]; 
кривая – расчет по уравнениям 
модели) 

 
Как видно из рис. 8.3 и 8.4, математическая модель удовлетворительно 

описывает профиль концентрации компонента по высоте колонны. 
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Рис. 8.4. Профиль концентрации СО2 
в газовой фазе по высоте колонны в 
процессе хемосорбции в насадочном слое 
раствором МЭА (Ly=44,46 т/ч; Lx=36,11 т/ч; 
H=3×5 м; Dк=2м; точки – эксперимент [57]; 
кривая – расчет по уравнениям модели) 

 
 С использованием математической модели выполнены анализ и 
диагностика работы узла щелочной очистки пирогаза на ОАО 
«Казаньоргсинтез» (диаметр колонны – 1,4 м, три слоя насадки высотой по 
3,5 м, кольца Рашига). Получено удовлетворительное согласование с 
данными промышленной эксплуатации. С целью увеличения 
производительности и эффективности процесса разделения было проведено 
моделирование работы колонны и выбран вариант реконструкции с новыми 
насадочными элементами [58–60]. 
 

Диффузионная модель насадочного слоя 
 
Для сокращения времени расчета промышленных насадочных колонн 

ниже рассмотрена одномерная диффузионная модель. 
Модель ректификации многокомпонентной смеси. Математическое 

описание насадочной колонны состоит из системы дифференциальных 
уравнений, описывающих распределение концентраций в потоках пара и 
жидкости. При этом в рассматриваемых ниже соотношениях принимается, 
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что межфазный перенос определяется эквимолярным массообменном, что 
приводит к постоянству потоков пара и жидкости по высоте колонны. 

В предположении, что в потоках пара и жидкости существует 
продольное перемешивание, описание колонны включает следующие 
дифференциальные уравнения, характеризующие распределение 
концентраций в потоке по высоте насадки с использованием 
однопараметрической диффузионной модели структуры потоков [56]: 

 

( )
21 * э

2
1 Pe

n GGi Gi
ij Gj Gj

Gj

dC d d CS K C C
dz G dz

−

=
= − +∑ , 1... 1i n= − ,  (8.2.11) 

 

( )
21 *

2
1 Pe

n Gxi xi
ij Gj Gj

Lj

dC d d CS K C C
dz L dz

−

=
= − −∑ э 1... 1i n, − ,  (8.2.12) =

 
где  – мольные доли компонента  в паровой и жидкой фазах;  – ,Gi xiC C i n

число компонентов; G
ijK  – элемент матрицы объёмных коэффициентов 

массопередачи;  – площадь поперечного сечения колонны; S dэ – 
эквивалентный диаметр насадки; G – мольный расход газа; L – мольный 
расход жидкости;  – критерии Пекле для обратного перемешивания Pe , PeG L
в паровой и жидкой фазах. 

Система уравнений (8.2.11), (8.2.12) должна удовлетворять граничным 
условиям, заданным для верхнего (Н) и нижнего (0) сечений насадки в 
колонне 

 
э (0 )

(0 ) (0 )
Pe

Gi
Gi Gi

G

d dC
C C

dz
+

− += − , 
( )

0idy H
dz

=  , 1... 1i n= −

 
э ( )

( ) ( )
Pe

xi
xi xi

L

d dC H
C H C H

dz
−

+ −= + , 
(0)

0idx
dz

=  . 1... 1i n= −

 
Для расчета чисел Ре используются обобщения экспериментальных 

данных по обратному перемешиванию. 
Коэффициенты продольного перемешивания в фазах в насадочных 

колоннах находятся по критериальным уравнениям вида 
 

( )эvLLL daf ,,Ga,RePe = ,       (8.2.13) 
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( )эvGGG daf ,,Ga,RePe = .       (8.2.14) 
 

Коэффициенты пропорциональности и показатели степеней в 
уравнениях (8.2.13) и (8.2.14) для известных типов насадок приводятся в 
литературе, а для новых насадок определяются экспериментально. 

Таким образом, математическое описание процесса в насадочной 
колонне состоит из системы дифференциальных уравнений (модели 
идеального вытеснения и диффузионной). При этом в рассматриваемых ниже 
соотношениях принимается, что межфазный перенос определяется 
эквимолярным массообменном, что приводит к постоянству потоков пара и 
жидкости по высоте колонны. 

При допущении, что движение потоков пара описывается моделью 
идеального вытеснения, а в потоках жидкости существует продольное 
перемешивание, описание колонны включает следующие дифференциальные 
уравнения, характеризующие распределение концентраций в потоке по 
высоте насадки: 

 

[ ](G
G G

dC
G Sa K C C

dz
∗= − ) ,   (8.2.15) 

 

[ ]
2

2 ( )э x x
G G

L

d d С dC S a K C C
Pe dz Ldz

∗ 0− + − = ,  (8.2.16) 

 
где [К] – матрица коэффициентов массопередачи; а – удельная поверхность 
массопередачи. 

Система уравнений (8.2.15), (8.2.16) должна удовлетворять граничным 
условиям, заданным для верхнего и нижнего сечений насадки в колонне и 
имеющим вид 

 
(0)

(0)G GC C= ,
(0) ( )

(0) , 0xxx
dC H

C C
dz

= = . 

 
Результаты расчета разделения нефтегазоконденсатной смеси для слоя 

насадки в колонне стабилизации представлены на рис. 8.5 и 8.6 [55, 56].  
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Рис. 8.5. Профиль концентраций 

некоторых компонентов нефтегазоконденсатной 
смеси по высоте насадки (0 соответствует верхнему 
уровню насадки) 

 

 
 

Рис. 8.6. Профиль концентраций 
некоторых компонентов нефтегазоконденсатной 
смеси и температуры по высоте насадки  
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(0 соответствует верхнему уровню насадки) 



Моделирование процесса хемосорбции. При проведении процесса 
хемосорбции в жидкой фазе в противоточной насадочной колонне уравнения 
диффузионной модели записываются в виде [58, 59] 

 

( )xAxAkv
xAxA

k CCS
zd

CdL
zd
CdSD −φβ=

ρ
−ε грж

ж2

2
жпж ,     (8.2.17) 

 

( ) ( грг
г2

2

жсвпг yAyAkv
yAyA

k CCS
zd

CdG
zd

Cd
SD −β=

ρ
−ε−ε ).      (8.2.18) 

 
Система уравнений дополняется уравнением равновесия и граничными 

условиями. 
Концентрации распределяемых компонентов на границе раздела 

определяются из балансовых соотношений потока массы. Количество массы 
компонента, перешедшего из одной фазы в другую, с учетом химической 
реакции в жидкой фазе записывается в виде  

 
( ) ( )гpгггржж yAyAvxAxAv CCVCCVM −ρβ=−ρφβ= ,     (8.2.19) 

 
где  – коэффициент ускорения массоотдачи в жидкой фазе; V – объем слоя 
насадки, м

φ
3. 

Концентрации компонента на границе раздела фаз связаны 
соотношением (условием равновесия) 

 
гргр xy CmC = .        (8.2.20) 

 
Здесь m  – коэффициент распределения, m =Е/Р; Е – константа Генри, Р – 
давление в системе. При определении константы Генри учитывается влияние 
электролита (щелочи и продуктов реакции) на растворимость газа. 

Если в жидкой фазе протекает необратимая химическая реакция типа    
 

П⎯⎯ →⎯+ mnrqBA ,                                    (8.2.21) 
 

где А – поглощаемый компонент, В – хемосорбент, П – продукты реакции, то 
коэффициент ускорения массоотдачи для реакции (8.2.21) рассчитывается по 
формуле [61] 
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( )
( )( )

.
/411

12
5,02

xx

x
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M

++

+
=φ     (8.2.22) 

 

,
1

21,Здесь
5,0

1
гр

жгр
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+β
== − n

B
m
AmnAx

BA

AB
x ССrD

m
R

DqС
DСM  значения m 

и n показывают порядок химической реакции.  
Так, например, в производстве этилена в колоннах щелочной очистки 

пирогаза химическая реакция в жидкой фазе протекает согласно схеме 
 

.OHNaHSNaOHSH

O,HCONaNaOH2CO

22

2322

+⎯→⎯+

+⎯⎯→⎯+

I

II

r

r
 

 
В случае хемосорбции СО2 и H2S раствором NaOH на границе раздела 

фаз протекает быстрая реакция, поэтому концентрации поглощаемых 
компонентов в ядре жидкой фазы равны нулю. На основании этого при 
описании данного процесса профиль концентрации компонентов в газовой 
фазе находится из решения уравнения (8.2.18) с соответствующими 
граничными условиями. Рассмотренная модель процесса хемосорбции 
использовалась при расчетах и выборе вариантов модернизации 
массообменных колонн [58–60], и результаты согласуются с данными 
промышленной эксплуатации. 

 
8.3.Эффективность разделения смесей при жидкостной экстракции 

 
Рассмотрим процесс разделения смеси в жидкостном колонном 

экстракторе с ситчатыми тарелками [62–65]. 
Движение сплошной и дисперсной фаз в межтарельчатом пространстве 

колонны перекрестное. Сплошная фаза движется вдоль полотна тарелки, 
дисперсная фаза диспергируется через отверстия тарелки в поток сплошной 
фазы.  

С учетом вышеизложенного, уравнение сохранения (неразрывности) 
массы для сплошной фазы запишется 

 
( ) ( ) ( ) ( ) .1111

с
ссссссс m

z
w

y
v

x
u

t
=

∂
ϕ−ρ∂

+
∂

ϕ−ρ∂
+

∂
ϕ−ρ∂

+
∂

ϕ−ρ∂  (8.3.1) 

 
Здесь и далее ϕ  – удерживающая способность по дисперсной фазе. 
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Система уравнений сохранения импульсов для сплошной фазы 
(уравнения движения): 

 

( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

ϕ−ρ
z

uw
y

uv
x

uu
t

u с
с

с
с

с
с

с
с 1  

 
( ) ,1

сD
xzxyxx R
zyxx

p
+

∂
τ∂

+
∂

τ∂
+

∂
τ∂

+
∂
ϕ−∂

−=                 (8.3.2) 

 

( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

ϕ−ρ
z

vw
y
vv

x
vu

t
v с

с
с

с
с

с
с

с 1  

 
( ) ,1

сD
yzyyyx R
zyxy

p
+

∂

τ∂
+

∂

τ∂
+

∂

τ∂
+

∂
ϕ−∂

−=                 (8.3.3) 

 

( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

ϕ−ρ
z

ww
y

wv
x

wu
t

w с
с

с
с

с
с

с
с 1  

 
( ) ( ) .11

сс gR
zyxz

p
D

zzzyzx ϕ−ρ−+
∂
τ∂

+
∂

τ∂
+

∂
τ∂

+
∂
ϕ−∂

−=       (8.3.4) 

 
Система уравнений движения для дисперсной фазы: 
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Уравнение сохранения массы (неразрывности): 

 

.D
DDDDDDD m

z
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−=

∂
ϕρ∂
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Известно, что неравномерность распределения фаз в аппарате начинает 

значительно проявляться при увеличении диаметра колонны. При диаметре 
до 1–1,5 м распределение потоков в аппарате может считаться примерно 
равномерным. При допущении о равномерном распределении дисперсной 
фазы в аппарате (на тарелке) имеем const≈ϕ . При установившемся режиме 
работы колонны процессы переноса на тарелках являются стационарными.  

Согласно модели многоскоростного континуума уравнения переноса 
импульса и массы записываются для каждой фазы. Ниже рассмотрен один из 
частных случаев данной модели. Для упрощения задачи предлагается 
систему уравнений переноса импульса и массы записать только для 
сплошной фазы [62–65]. При этом влияние дисперсной фазы в уравнениях 
переноса учитывается с помощью обменных членов и эффективной вязкости. 
Тогда система уравнений сохранения импульса для сплошной фазы 
двухфазного потока преобразуется к виду 
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        (8.3.11) 

 
Система уравнений решается совместно с уравнением неразрывности 

потока (8.3.1) 
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При известном поле скорости в сплошной фазе поле концентрации 

компонента находится из решения уравнения массопереноса: 
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где , ,  – составляющие вектора скорости сплошной фазы, м/с;  – 
сила межфазового взаимодействия, отнесенная к единице объема смеси, 

кг/(м

сu cν cw DRс

2 ⋅ с2); ( )ϕ−ρ

μ
=ν

1с

эф
эф  – эффективная вязкость, м2/с;  – коэффициент 

молекулярной диффузии в сплошной фазе, м

D

2/с; p  – давление, Па; сρ  – 
плотность сплошной фазы, кг/м3; ϕ  – объемная доля дисперсной фазы 
(удерживающая способность);  – источник массы;  – суммарный 
источник массы в сплошной фазе. 

сr сm

Из решения уравнений движения (8.3.9)–(8.3.12) определяется профиль 
скорости в сплошной фазе. На основе полученного поля скорости профиль 
концентраций компонента в фазах определяется из совместного решения 
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уравнения сохранения массы компонента в сплошной фазе (8.3.13) с 
уравнением баланса массы компонента в двухфазном потоке и условиями 
термодинамического равновесия. 

Уравнение баланса массы компонента для противоточного колонного 
аппарата имеет вид 

 
,c DGdCLdC −=                                        (8.3.14) 

 
где L  и G  – массовые расходы сплошной и дисперсной фаз соответственно, 
кг/с. 

На ситчатой тарелке колонного экстрактора взаимодействие фаз 
происходит при перекрестном движении потоков. В этом случае уравнение 
баланса массы компонента имеет вид 

 
( ) . сн LdCdGСС DD =−                                  (8.3.15) 

 
Для замыкания системы уравнений (8.3.9)–(8.3.13) необходимо 

определить коэффициент эффективной вязкости, силу взаимодействия фаз и 
источник массы. При заданных исходных данных и граничных условиях из 
решения полученной системы уравнений можно определить поля скорости, 
давления и концентраций в сплошной фазе, а из (8.3.14) – в дисперсной. 

Силы межфазного взаимодействия и коэффициент эффективной 
вязкости. В первом приближении, полагая, что дисперсная фаза состоит из 
частиц одинакового размера, для силы межфазового взаимодействия DRс  
можно записать следующее соотношение [66, 67]: 

 
,сс DD FnR −=                                        (8.3.16) 

 
где  – число частиц в единице объема смеси; n DFс  – сила, действующая со 
стороны сплошной фазы на одну частицу, Н. 

Выражение для  можно представить в виде DFс
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где  – эквивалентный диаметр частицы, представляющий собой диаметр 
сферы с объемом, равным объему частицы, м; 

эd

Df  – сила сопротивления 
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движению частицы, Н; mf  – сила, возникающая при ускоренном движении 
частицы, Н. При стационарном осаждении частиц 0=mf . 

Для определения силы сопротивления движению частиц применяют 
следующее полуэмпирическое выражение [68]: 
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                           (8.3.18) 

 
Здесь  – вектор скорости относительного движения фаз, отU DUUU −= сот ; 

 – вектор скорости сплошной фазы; сU DU  – вектор скорости дисперсной 
фазы;  – коэффициент сопротивления (раздел 1.2). ξ

Поскольку капли всплывают (осаждаются) в вертикальном 
направлении (вдоль оси OZ), составляющие силы Df  в проекции на оси OX и 
OY малы, поэтому принимаются равными нулю. 

Известно, что вязкость двухфазной среды превышает вязкость чистой 
жидкости вследствие появления дополнительных напряжений при движении 
частицы. Впервые этот эффект был учтен Эйнштейном, который получил 
выражение для расчета эффективной вязкости разбавленных суспензий [69]: 

 
( ).5,21сэф ϕ+μ=μ                                       (8.3.19) 

 
Тейлор обобщил данное выражение для эмульсий несмешивающихся 

жидкостей и жидкостей с пузырьками газа 
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Выражения (8.3.19) и (8.3.20) применимы при  < 0,05. При 

увеличении доли дисперсной фазы 
ϕ

ϕ  необходимо учитывать взаимодействие 
между частицами, что является сложной задачей. Приближенное значение 
эффективной вязкости получено для дисперсного потока с каплями и 
пузырями при помощи формул Адамара и Тейлора [70]: 
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Точно рассчитать размер капель, получаемых при диспергировании 
жидкостей, затруднительно. Капли на выходе из диспергатора имеют разный 
диаметр, поэтому вводится понятие о среднем поверхностно-объемном 
диаметре капли. 

Для вычисления среднего размера капель необходимо определить 
режим истечения дисперсной фазы сквозь перфорацию тарелки. Различают 
два основных режима: капельный и струйный. Механизм образования капель 
при струйном и капельном истечении жидкости различен. Например, переход 
капельного истечения в струйный для системы вода – углеводороды 
происходит при Rе = 438 [71]. 

Выражения для определения диаметра капель  и скорости их 
движения при различных режимах истечения приведены в первой главе. 

кd

Для расчета удерживающей способности по дисперсной фазе 
Булатовым предложено уравнение [71] 
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сфикU ,  – фиктивные скорости сплошной и дисперсной фаз, 

соответственно;  – объемная доля дисперсной фазы. 
фикDU

ϕ
В ситчатых экстракционных колоннах происходит стесненное 

движение капель (дисперсной фазы), обусловленное взаимным их влиянием. 
Скорость стесненного осаждения капель рекомендуется рассчитывать по 
формуле 

 
( ) ,1oо.с

mUU ϕ−=                                   (8.3.23) 
 

где m≈1 ÷ 1,5 для капель различного диаметра. 
Источник массы. Известно, что при экстракции в системе жидкость – 

жидкость через межфазную поверхность переносится только масса 
распределяемого компонента, поскольку фазы с некоторым допущением 
принимаются взаимонерастворимыми. Поток массы распределяемого 
компонента  через межфазную поверхность 1Mδ Fδ  в объеме Vδ  можно 
записать в виде 
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,1 FjM δ=δ                                              (8.3.24) 
 

где j  – плотность потока массы компонента через поверхность Fδ . 
С учетом (8.3.24) выражения для источника массы компонента rc 

имеют вид: 
 

,1
c vja

V
Mr =
δ
δ

=                                        (8.3.25) 

где  – удельная межфазная поверхность, va VFav δδ= , м2/м3. 
Суммарный источник массы в сплошной фазе при экстракции 

 
.cc rm =                                             (8.3.26) 

 
При допущении в объеме Vδ  равномерного распределения фаз имеем 

, const=ϕ const=δF . Плотность потока компонента j , передаваемого в 
фазу, определяется из условия равенства потоков на границе раздела фаз: 

 
( ) ( ), грсс .грсc DDDD СCСCj −βρ=−βρ=                    (8.3.27) 

 
где ,  – плотности сплошной и дисперсных фаз соответственно, кг/мcρ Dρ

3; 
,  – коэффициенты массоотдачи в сплошной и дисперсной фазах, м/с; 
,  – концентрация компонента в сплошной и дисперсной фазах 

соответственно, масс. д.;  – концентрация на границе раздела фаз, масс. д. 

Обычно используется известное допущение о равновесии на границе раздела 
фаз 

сβ Dβ

сС DC
грС

( )с .гргр CfС D = . 

Удельная межфазная поверхность: 
 

,/6 кdаV ϕ=                                         (8.3.28) 
 

где dк – средний диаметр капли, м. 
Для определения источникового члена (8.3.25) необходимо 

предварительно выполнить расчет гидравлических и массообменных 
характеристик по известным методикам для заданного типа контактного 
устройства. 

Для расчета коэффициентов массоотдачи можно использовать 
уравнения, приведенные в главе 5. 
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Представленные выше выражения для расчета силы межфазового 
взаимодействия, эффективной вязкости и источника массы замыкают 
систему уравнений (8.3.9)–(8.3.13), (8.3.15). Численное решение полученной 
системы уравнений с заданными граничными условиями позволяет 
вычислить поля скорости и давления в сплошной фазе и концентраций 
компонента в фазах. 

Модель процессов переноса на ситчатой тарелке. Для 
моделирования процесса экстракции в тарельчатой колонне можно 
использовать известную методику потарелочного расчета. Тип конструкции, 
гидродинамика потоков и интенсивность массопереноса учитываются с 
помощью КПД тарелки. В данном разделе предлагается определять КПД по 
математической модели процесса экстракции на ситчатой тарелке. Для 
описания процессов переноса в двухфазном потоке на контактном устройстве 
используется частный случай модели многоскоростного континуума, 
приведенный в разделе 1.5. Численное решение полученной системы 
уравнений переноса осуществляется методом Мак-Кормака [72-75]. 

На рис. 8.7 рассмотрена схема движения среды в межтарельчатом 
пространстве колонны.  

 

 
 

Рис. 8.7. Схема движения сплошной фазы на ситчатой 
тарелке колонны: а–b – длина перфорированной части тарелки; 
2r – диаметр тарелки; H – межтарельчатое расстояние 
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Сплошная фаза через переливное устройство поступает на тарелку и 
движется в межтарельчатом пространстве вдоль полотна тарелки. 
Дисперсная фаза диспергируется через отверстия тарелки и движется 
перекрестно по направлению к верхней тарелке. Для того чтобы под 
тарелкой образовывался подпорный слой дисперсной фазы, тарелка снабжена 
специальной перегородкой. 

Сплошная фаза поступает на тарелку с левой стороны и движется вдоль 
полотна перфорированной части тарелки. Дисперсная фаза диспергируется 
сквозь отверстия нижней тарелки в поток сплошной фазы. Для описания 
процессов переноса в двухфазном потоке используется система уравнений 
движения (8.3.9)–(8.3.12), массопереноса (8.3.13) и баланса (8.3.15). 

Схематически межтарельчатое пространство представлено на рис. 8.8.  
 

 
 

Рис. 8.8. Схема межтарельчатого пространства 
 

Граничные условия к данной системе уравнений при движении 
сплошной фазы на тарелке записываются в виде 
при 0 < x < a, z = H, 0 < y < yст(х) – (вход с. ф. на тарелку) 
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при 0 , 0 < x < D, 0 < z < H – (плоскость симметрии тарелки) =y
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при , 0 < x < D, 0 < z < H – (стенка колонны) ( )xyy ст=
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при х = а, 0 < y < yст(х), с < z < H – (перегородка) 
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при 0 , 0 < y < y=z ст(х), 0 < x < b – (полотно нижней тарелки) 
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при hHz −= , a < x < b, 0 < y < yст(х) – (граница раздела с. ф. – подпорный 
слой) 
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где сокращение с.ф. – сплошная фаза. 

С учетом подпорного слоя дисперсной фазы под тарелкой h высота 
слоя сплошной фазы в межтарельчатом пространстве равна . 

При задании граничных условий принимаем, что межфазная поверхность 
сплошная фаза – подпорный слой неподвижна. На поверхности 
устанавливается гидродинамическое условие непрерывности скорости: 

с. ф. h H= − h

 
Duu =c , с Dν = ν .                                  (8.3.30) 
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Из баланса нормального импульса на невозмущенной межфазной 
поверхности следует:  

 
.0c =w                                              (8.3.31) 

 
Высоту подпорного слоя дисперсной фазы под тарелкой можно 

определить в результате расчета гидравлических характеристик контактного 
устройства, используя допущение о симметрии профилей. Профиль скорости 
дисперсной фазы в подпорном слое принимается линейным. 

Для расчета полей скорости и давления в сплошной фазе 
(из решения системы уравнений (8.3.9)–(8.3.12)) проводятся итерации, при 
которых полученный профиль скорости сплошной фазы на выходе из 
тарелки , ,  используется в качестве входного на следующую 
тарелку. Концентрация компонента в сплошной фазе находится из 
численного решения уравнения переноса массы компонента в сплошной фазе 
(8.3.13) совместно с уравнением материального баланса компонента в фазах 
(8.3.14). При этом принимается, что при движении сплошной фазы в 
переливе взаимодействия фаз (массоперенос) не происходит и источник 
массы . Концентрация компонента в потоке сплошной фазы  на 
входе на тарелку задается из потарелочного расчета колонны. 

0u 0ν 0w

0c =r вх.сС

 Поля скоростей и концентраций на тарелках промышленных 
экстракционных колонн. Ниже рассмотрен процесс жидкостной экстракции 
в промышленных колоннах ОАО «Нижнекамскнефтехим» на заводе ИМ. 

В колоннах Кт-20, Кт-20а экстракция кислоты происходит при 
взаимодействии потоков углеводорода и воды на тарелке. Дисперсная фаза 
(углеводород) подается в нижнюю часть колонны, сплошная фаза (вода)– в 
верхнюю часть. 

При задании граничных условий в начальном приближении скорость 
сплошной фазы на входе в перелив принимается постоянной по сечению и 
равняется среднеобъемной скорости сплошной фазы. При заданных 
исходных данных и граничных условиях выполнен расчет полей скорости и 
давления в сплошной фазе [62, 76, 77]. Полученный профиль скорости на 
выходе из тарелки использовался в качестве входного на следующую 
тарелку, и далее выполнялся повторный расчет полей скорости и давления в 
сплошной фазе на тарелке. Итерации проводились до тех пор, пока профили 
скорости на входе и выходе тарелки отличались бы незначительно. 

Полученное поле скорости сплошной фазы использовалось при расчете 
поля концентраций компонента в фазах на тарелке.  
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Результаты численного расчета поля скорости в различных сечениях 
межтарельчатого пространства представлены на рис. 8.9–8.13. 

Из рис. 8.9, 8.10 видно, что направление движения жидкости меняется 
при переходе из перелива на тарелку и из тарелки в перелив. Следствием 
этого является возникновение вторичных течений, не совпадающих с 
направлением основного потока. 

 

Стенка колонны

Полотно нижней
 тарелки

Стенка колонныГраница  
раздела фаз

Вход  с. ф. 
в перелив

Выход  с. ф.
с  тарелки

Перегородка

 

 
 

Рис. 8.9. Безразмерная составляющая вектора скорости  в сечении  u 0=y
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Рис. 8.10. Безразмерная составляющая вектора скорости  в сечении w 0=y  
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Рис. 8.11. Профиль безразмерной составляющей скорости  на тарелке в 
сечении 

u
4Hz =  

 
На рис. 8.11 представлен профиль безразмерной составляющей вектора 

скорости  на тарелке в сечении u 4Hz = . На рис. 8.12 представлен профиль 
безразмерной составляющей вектора скорости v  на тарелке в сечении 
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4Hz = . Профиль давления на тарелке в сечении 4Hz =  представлен на 
рис. 8.13. 

 
 
Рис. 8.12. Профиль безразмерной составляющей скорости v  на тарелке 

в сечении 4Hz =  
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Рис. 8.13. Профиль давления на тарелке в сечении 4Hz =  
 

Полученные результаты показывают сложное движение жидкости в 
межтарельчатом пространстве. Сложная геометрия канала (повороты, 
расширение и сужение) и влияние дисперсной фазы приводят к 
возникновению вторичных течений жидкости около стенки. 
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Распределение концентрации компонента в сплошной фазе на тарелке в 
сечении 4Hz =  показано на рис. 8.14. 

 
 

Рис. 8.14. Распределение концентрации компонента в сплошной фазе  
на тарелке в сечении 4Hz =  
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При известном профиле концентрации компонента эффективность 
контактного устройства по сплошной фазе рассчитывается по формуле 

 

.
выхССвых

СвхСвых
с

DССС
ССЕ
∗−

−
=                                  (8.3.32) 

 
Профилю концентраций на рис. 8.14 соответствует КПД тарелки по 

сплошной фазе Ес = 0,0365. Причинами низкой эффективности процесса 
экстракции являются: повышенное продольное перемешивание, малая 
движущая сила процесса, невысокое значение коэффициентов массоотдачи. 
Поэтому для повышения эффективности разработаны варианты 
модернизации ситчатых экстракторов [63, 77]. 

 
Модель процессов переноса в вибрационных экстракторах 

 
При точном математическом описании процессов в вибрационном 

экстракторе уравнения переноса импульса и массы необходимо записать для 
каждой зоны аппарата с соответствующими краевыми условиями. При этом 
необходимо учесть конструктивные особенности контактного устройства – 
свободное рабочее сечение, форму отверстий и вырезов и т.д. Очевидно, что 
в данной постановке задача моделирования массопереноса для расчета 
эффективности промышленных аппаратов практически труднореализуема, 
так как число отверстий на тарелке достигает нескольких сот и даже тысяч. В 
связи с чем точное описание процесса противоточного движения 
двухфазного потока через рабочие отверстия и вырезы на контактном 
устройстве не представляется возможным. 

В этом случае воспользуемся известным приемом при математическом 
моделировании сложных объектов – представим их в виде совокупности 
более простых с установлением связей между явлениями различных 
масштабов. 

Выполним оценку режимов движения сплошной и дисперсной фаз в 
колонном экстракторе без наложения (учета) вибрационного движения. 

В работе [78] исследована массопередача в вибрационном аппарате 
диаметром аD  = 0,1 м на системе трихлорэтилен (спл. ф.) – капролактам – 
вода при суммарном расходе фаз ∑ iW  = 17 м3/(м2⋅ч) и объемном 
соотношении дисперсной и сплошной фаз W1/W2 = 1 : 2. 

Для этих условий числа Рейнольдса равны: в сплошной фазе  
в дисперсной фазе  

;177Rec =
.4,17Re =D
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Таким образом, режим движения фаз по числам Re без учета вибраций 
находится в ламинарной области. Следовательно, турбулентность в 
вибрационном экстракторе вызвана, главным образом, вибрационным 
движением контактного устройства, а влияние скорости относительного 
движения фаз на режим движения незначительно. Поэтому одну из основных 
характеристик турбулентности – коэффициент турбулентной вязкости 
примем независимым от пространственных координат и определим на основе 
теории локальной изотропной турбулентности, используя среднее значение 
диссипации энергии вибрационного движения среды. 

Запишем уравнения переноса импульса и массы при движении 
сплошной фазы в рабочем объеме экстрактора как в полом проточном 
аппарате. Влияние дисперсной фазы, конструкции тарелок, амплитуды и 
частоты вибрационного движения учтем с помощью коэффициента 
турбулентного объема и источников импульса и массы. Допущение о 
симметричности профилей скорости и концентраций относительно 
продольной оси координат позволит значительно упростить математическое 
описание процессов переноса и выполнить расчет полей осредненных 
скоростей и концентраций в рабочей зоне аппарата [79–81]. 

Система уравнений переноса импульса и массы в сплошной фазе в 
осесимметричной двухмерной постановке в цилиндрических координатах 
имеет вид  

 

( ) ( ) ,11
ТТ pzrg

z
u

zr
ur

rrz
P

z
uu

r
uv ++⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂

ν+ν
∂
∂

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

ν+ν
∂
∂

+
∂
∂

ρ
−=

∂
∂

+
∂
∂   (8.3.33) 

 

( ) ( )1 1 ,Т Т pr
Pu r

r z r r r r z z
∂ν ∂ν ∂ ∂ ∂ν ∂ ∂ν⎡ ⎤ ⎡ ⎤ν + = − + ν + ν + ν + ν +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

r (8.3.34) 

 

( ) ,01
=

∂
∂

+
∂
∂

z
urv

rr
                                     (8.3.35) 

 

( ) ( ) ,1
ТТ Crz

CDD
zr

CrDD
rrz

Cu
r
Cv +⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

∂
∂

+
∂
∂

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂   (8.3.36) 

 
где z, r – вертикальная и поперечная координаты; Р – давление; u, v – 
составляющие вектора скорости сплошной среды; rp – источник импульса. 
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Для системы уравнений (8.3.33)–(8.3.36), описывающей перенос 
импульса и массы в сплошной фазе при движении двухфазного потока в 
аппарате, устанавливаются следующие граничные условия: 
при z=0 

 
,нuu =  ,нСС =  ,1 gHPP ρ+=                 (на входе) 

 
при z=1 
 

0,u v
z z
∂ ∂

= =
∂ ∂
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при r=0 

 
,0/ =∂∂ rv   ,0/ =∂∂ rС     (на оси симметрии) 

 
при =±R 

 
,0=v   ,0=u   ,0/ =∂∂ rС     (на стенках колонны) 
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где R – радиус аппарата, Н – высота аппарата. 

Для замыкания системы дифференциальных уравнений (8.3.33)–(8.3.36) 
ниже даны выражения для коэффициента турбулентного обмена Тν , 
источников массы  и импульса . cr рr

 Турбулентная вязкость и источник импульса. Коэффициент 
турбулентного обмена  можно найти на основе теории локальной 
изотропной турбулентности, согласно которой турбулентные пульсации в 
данной точке пространства в различных направлениях равновероятны на 
расстоянии l, отвечающем условию l

Тν

0 < l < L, где L – основной масштаб 
турбулентности, l0 – масштаб пульсации. 

При этом величина диссипации для данного турбулентного движения 
постоянна и не зависит от масштаба пульсации, так как энергия, 
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диссипируемая в самых мелкомасштабных высокочастотных пульсациях, 
передается им низкочастотными пульсациями более крупного масштаба. 

В таких условиях скорость диссипации энергии записывается в виде 
[82] 

 
( ) .1,1

3

l
v′

ρ≈ε                                         (8.3.39) 

 
Отсюда величина пульсационной составляющей скорости 
 

1
3 .

1,1
lv ⎛ ⎞ε′ ≈ ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

                                      (8.3.40) 

 
Коэффициент турбулентного обмена пропорционален длине пути 

смешения l, т.е. амплитуде колебаний в виброэкстракторе 
 

.Т lv′≈ν                                            (8.3.41) 
 

Учитывая (8.3.41), окончательно получим приближенное выражение 
для расчета среднего значения коэффициента турбулентной вязкости 

 
1

4 3
.

1,1Т
l⎛ ⎞ε

ν = ⎜ ⎟⎜ ⎟ρ⎝ ⎠
                                       (8.3.42) 

 
Аналогичные по форме выражения используются различными 

авторами для расчета коэффициента турбулентной вязкости в пульсационных 
и вибрационных колоннах. 

Потеря энергии сплошной фазы при ее движении в колонном 
экстракторе обусловлена, главным образом, сопротивлением, вызванным 
движением дисперсной фазы  и сопротивлением тарелок колонны 

. Тогда источник импульса в уравнении движения (8.3.33) запишется 

как 
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где ;
2

Δ
2
отвс,с
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Р
ρ

ξ=  ;
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Δ
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тртр
∞ρ

ξ=
V

Р D  тарξ  – коэффициент 

сопротивления движению сплошной фазы в отверстиях тарелки;  – 

коэффициент сопротивления движению дисперсной фазы; F – площадь 
межфазной поверхности; V

трξ

с – объем сплошной фазы. 
Значение источника импульса в уравнении (8.3.34) в поперечном 

направлении практически равно нулю ( )0=prr . 

Решение системы уравнений турбулентного движения среды 
выполняется одним из численных методов. 
 Вычисление поля концентрации. Эффективность процесса разделения 
определяется из решения уравнения массопереноса (8.3.36) в сплошной фазе 
на основе известного профиля скорости. 

Конечно-разностный аналог уравнения переноса массы в сплошной 
фазе имеет вид 
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где ;,1 ni =  ;,1 mj =  n, m – число ячеек; а, b – размеры ячеек. 

Вследствие того, что турбулентное число Шмидта незначительно 
отличается от единицы, принимаем .ТТ ν≈D  

Источник массы rс, характеризующий массообмен между сплошной и 
дисперсной фазами, определяется на основе расчетов по уравнениям 
математической модели (глава 5). Источник связан с движущей силой 
процесса и коэффициентом массопередачи. Для ячейки это выражение имеет 
вид 

 
,Δ ijVcij CKr =                                       (8.3.45) 

 
где KV – объемный коэффициент массопередачи;  – движущая сила 

массопередачи в ij-той ячейке. 
ijСΔ
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Уравнение массопереноса (8.3.44) решается совместно с потоковым 
соотношением: 

 
( ) ( ) ,грсс .грс ijDDDijijij CCСC −β=−β                     (8.3.46) 

 
уравнением баланса массы в фазах 
 

c cDij Dij ij ijG dC G dC= −                                (8.3.47) 

 
и уравнением равновесия на границе раздела фаз 

 
,грc.гр bCmC Dijij +=                                  (8.3.48) 

 
где m  – константа равновесия. Уравнение равновесия может иметь и 
нелинейный вид. 

Для определения поля концентрации решается уравнение (8.3.44), 
совместно с (8.3.46)–(8.3.48) при заданном значении концентрации на входе 
Сн находится распределение концентрации переходящего вещества в 
сплошной фазе каждой ячейки и концентрация на выходе КУ. 

Выполнен расчет [79–81, 83] поля концентрации при экстракции 
капролактама водой из трихлорэтилена в виброэкстракторе диаметром 
100 мм с тарелками ГИАП-2 [84]. 

 

  
 

Рис. 8.15. Экспериментальный 
[84] и расчетный профиль 
концентрации при ε=206 Вт/м3

 
Рис. 8.16. Экспериментальный 

[84] и расчетный профиль 
концентрации при ε=290 Вт/м3
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На рис. 8.15, 8.16 показана корреляция экспериментальных (точки) и 
расчетных профилей концентрации (сплошные линии) при различных 
значениях диссипации энергии. 

 
8.4.Эффективность охлаждения воды в градирнях 

 
Рассмотрен пленочный режим работы насадочных элементов 

цилиндрической градирни при противоточном движении фаз. Используется 
подход, когда система уравнений переноса записывается для сплошной фазы, 
а влияние дисперсной учитывается в виде источников, совместно с 
потоковыми соотношениями и условиями равновесия [85–87].  

 
Двумерная модель процессов переноса в слое насадки 

 
В насадочном слое происходит взаимодействие потоков при 

противоточном движении фаз. Нижнюю зону градирни с насадкой условно 
разделим на ряд характерных областей с учетом неравномерности 
распределения воздушного потока (рис. 8.17). Это вызвано тем, что скорость 
воздуха по сечению градирни неравномерна из-за боковой подачи.  

В пределах выделенной области распределение жидкой и газовой 
(воздушной) фаз принимается равномерным const=ϕL , const=ϕG . 

Следует отметить, что турбулентность в слое насадки развивается 
значительно раньше, чем при движении потока в гладких трубах (при 
одинаковых числах Re). Поэтому рассматривается турбулентный режим 
движения воздуха в насадочном слое. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

Рис. 8.17. Условное 
деление рабочей зоны 
градирни на 
характерные области 
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Стационарные уравнения переноса импульса, массы и тепла в газовой 
фазе, при допущении об осесимметричности потока движения газа в 
цилиндрических координатах для всей градирни записываются в виде 
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(8.4.2) 

 
где rv – составляющая вектора скорости в радиальном направлении r, м/с; 

– составляющая вектора скорости в проекции на ось z, м/с; zv ,r zR R – 
проекция силы межфазового взаимодействия на оси Or и Oz. 

Уравнение неразрывности 
 

G
zGG

rGG z
vrv

rr
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∂
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+ρϕ
∂
∂ )()(1 ,                         (8.4.3) 

 
где GΓ – член, учитывающий изменение массы воздуха.  

Уравнение переноса массы в газовой фазе: 
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Уравнение переноса тепла в газовой фазе: 
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Рассмотрим стационарное уравнение переноса тепла в жидкой фазе. 

При пленочном режиме работы насадочного слоя для составляющих вектора 
скорости жидкости ( LLL w,v,u ) справедливы оценки 
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LL uw >> , LL vw >> . 
 
Режим движения пленки жидкости ламинарный LT,λ =0 (ReL<1000). 

Оценка слагаемых в уравнениях переноса тепла в жидкой фазе (1.5.12) 
показывает: 
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После проведенной оценки уравнение переноса тепла (1.5.12) примет 

вид 
 

( )LL

LТ,L
L

r
z
Тw

ϕρ
=

∂
∂ .                                       (8.4.7) 

 
Рассмотрим объем двухфазной смеси SVδ  в насадочном слое. Заменим 

производную в выражении (8.4.7) конечной разностью zТzТ LL δδ≈∂∂ //  и 
умножим обе части на LS ρ⋅δ : 

 

( ) ( L
LL

Lc,L,0L
LL S

r
z
TT

wS ρ⋅δ
ϕρ

=
δ

)−
ρ⋅δ ,                           (8.4.8) 

или    
 

LL QHL δ=δ⋅δ .                                        (8.4.9) 
 

Удерживающая способность насадочного слоя по жидкости Lϕ  может 
быть рассчитана по методике Billet [88] или по эмпирическому уравнению 

, известному в литературе для регулярной насадки.  5.0Re00263,0 LL =ϕ
Таким образом, влияние дисперсной фазы (пара) в системе уравнений 

(8.4.1)–(8.4.5) учитывается источниковыми членами, потоковыми 
соотношениями и характеристиками турбулентного обмена. 

Для системы уравнений (8.4.1)–(8.4.5), описывающей перенос 
импульса, массы и тепла в газовой фазе, устанавливаются следующие 
граничные условия:  

при z=0 , , нvvz = нxx = нТТ = (на входе);  
при z=1 , 0/ =∂∂ zvz 0=∂∂ z/x , 0/ =∂∂ zT  
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∂
∂  (на выходе); (8.4.10) 

 
при r=0  
 

0/ =∂∂ rvr , 0/ =∂∂ rx , 0/∂∂ r =T  (на оси симметрии); 
 

при r=±R  
 

0=rv , грuvz −= , 0/ =∂∂ rx , 
r
Tq
∂
∂

λ−=  

 

])(1[
z
v

rz
vv

r
P z

GT,G
r

G,zGG ∂
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μ+μ+
∂
∂

ρ=ϕ
∂
∂  (на стенках градирни), (8.4.11) 

 
где R – радиус градирни,  – средняя скорость движения межфазной 

поверхности пленки жидкости по стенкам градирни. При ламинарном 
течении пленки , где – средняя скорость жидкости в пленке, 

м/с. Средняя скорость жидкости связана с удельной плотностью орошения 
 и средней толщиной пленки 

грu

сргр 5,1 uu = срu

жq жδ :  ( мжжср / δ= qu жq 3/м⋅с). Значение  

зависит от той части жидкости, которая при диспергировании воды соплами 
попадает на стенки градирни. 

жq

Для замыкания системы дифференциальных уравнений (8.4.1)–(8.4.5), 
(8.4.10) ниже даны выражения для коэффициентов турбулентного обмена 
(μТ,G, ), источников массы , тепла  и импульса. GT,GT, D,λ Gc,r GT,r

 
Источники массы, тепла и характеристики турбулентного обмена 

 
Источники массы и тепла, а также характеристики турбулентного 

обмена Tμ , Tλ , DТ, в системе уравнений переноса (8.4.1)–(8.4.5) 
определяются по математической модели [85–87] с учетом возможной 
неравномерности распределения фаз аналогично, как для барботажного слоя 
на тарелках [89, 90]. 

Сила межфазового взаимодействия записывается в виде: 
 

μ+= FFR mc ,     (8.4.13) 
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где – сила присоединенных масс; mF μF  – сила, с которой сплошная фаза 

действует на насадочные элементы и пленку жидкости. 
Для установившегося движения 0=mF , а сила μF  равна 

 
)( LG vvKF −=μ ,     (8.4.14) 

 
где К – коэффициент [66]. 

Cила межфазового взаимодействия cR  в общем случае включает силу 
сопротивления, подъемную силу, силу виртуальной массы и другие силы. 
Сравнение результатов эксперимента с численными расчетами  по 
различным методикам, проведенное в работе [91], показало, что в зоне 
насадочных элементов преобладающей является сила межфазного 
взаимодействия фаз , определяемая силой сопротивления:  

cR

cR
 

)(
4
3

э
LG

D
LLc vv

d
CR −ρ⋅ϕ−= ,   (8.4.15) 

 
где v  – вектор скорости, м·с–1;  – коэффициент трения; ϕDC L – объемная 
доля дисперсной фазы; – эквивалентный диаметр, м.  эd

Источник массы от водяного пара в газопаровой фазе имеет вид:  
 

S
GC, V

Mr
δ
δ

= ,     (8.4.16) 

 
где Mδ  – поток массы водяного пара в газовой фазе в объеме , кг/с. SVδ

Поток массы водяного пара от границы раздела в газовую (воздушную) 
фазу в общем случае можно найти по уравнению массоотдачи: 

 
SGx VxxМ δ⋅ρ⋅−β=δ )( гр , (кг/с),  (8.4.17) 

 
где xβ  – объемный коэффициент массоотдачи в газовой фазе, 1/с; – 

влагосодержание водяного пара на границе раздела фаз, кг/кг; 
грх

x – 
влагосодержание водяного пара в ядре газовой фазы, кг/кг. 

Источник тепла в жидкой фазе: 
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S
LT, V

Qr
δ
δ

= .    (8.4.18) 

 
Поток тепла из жидкой фазы в газовую фазу при испарительном 

охлаждении: 
 

SV VIIQ x δ−β=δ )( гр ,     (8.4.19) 

 
)()( кннк ж L,L,p TTcLIIGQ −⋅=−= , 

 
где I – энтальпия воздуха )( GTх,II = , Дж/кг; – энтальпия воздуха при 
температуре на границе раздела фаз, 

грI
)( гр,гргргр ТхII = , Дж/кг; 

xVβ  – 

объемный коэффициент массоотдачи, кг/м3·с; G – массовый расход воздуха, 
кг/с; L – массовый расход жидкости, кг/с. 

На границе раздела фаз (воздух–вода) принимается, что влажный 
воздух насыщенный (ϕ=100 %). Для влажного воздуха влагосодержание и 
энтальпия водяного пара на границе раздела  являются функцией от 
температуры на границе )( гргргр Тхх = , ),( гргргргр ТхII = . Поскольку 

основное сопротивление теплопередаче сосредоточено в газовой фазе, 
температура на границе раздела принимается равной температуре жидкости 
Тгр≈ТL. 

Источник тепла в газовой фазе LT,GT, rr −= . 
Для определения коэффициентов массоотдачи в источниках (8.4.17) и 

(8.4.19) можно использовать известные теоретические исследования 
различных авторов. Однако теоретические уравнения дают значения 
коэффициентов переноса, отнесенные к площади контакта фаз. В насадочном 
слое с контактными элементами, используемыми в промышленных 
градирнях, измерить или вычислить площадь межфазной поверхности 
затруднительно. Поэтому для определения объемных коэффициентов 
используется экспериментальный метод (раздел 4.5). Коэффициенты 
переноса относятся в этом случае к средней движущей силе процесса: 

 

cpI
QFx Δ

=β . 

 
Тогда источники массы и тепла в уравнениях (8.4.4), (8.4.5) 

записываются в виде 
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cp ,  (8.4.20) 
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cp I

V
IF

V
Qr xV

S

x

S
T Δβ=

Δβ
== ,  (8.4.21) 

 
где  – объемный коэффициент массоотдачи, кг/м

xVβ
3·с.   

Для определения коэффициентов турбулентного обмена в уравнениях 
(8.4.1) – (8.4.5) используется выражение (8.2.10). 

Динамическая скорость  в газовой фазе и толщина пограничного 
слоя δ

*u

э находятся из решения системы уравнений (раздел 3.6). 
В работах [92, 93] показано, что в насадке динамическую скорость с 

небольшой погрешностью можно вычислить по уравнению 
 

*

0,25
г

г
1,8u

⎛ ⎞ε ν
= ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

.    (8.4.22) 

 
Учитывая, что в ядре потока газа 1ScPr ≈≈ ТT , имеем коэффициент 

турбулентной диффузии (м2/с) ТТD ν≈ . 
Коэффициент турбулентной теплопроводности: 
 

 Т Т G рGсλ ≈ ν ρ .    (8.4.23) 

 
Численное решение рассмотренной системы уравнений (8.4.1) – (8.4.5) 

показано в работах [85, 94]. Для сокращения размерности задачи и времени 
расчета промышленных градирен ниже рассмотрена однопараметрическая 
модель. 

 
Модель структуры потоков 

 
В данном разделе рассматривается полуэмпирический подход, 

основанный на решении системы уравнений диффузионной модели, 
уравнений теплового и материального баланса. Отличие от известных 
подходов заключается в том, что уравнения диффузионной модели 
записываются по определенным характерным областям с различными 
расходами фаз.  
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Рассмотрим некоторый небольшой объем (характерную область) 
градирни с блоками регулярной насадки. Размеры выделенного объема (d) 
значительно меньше размеров всей градирни (D), что дает возможность 
допустить равномерное распределение скорости воздуха (D>>d) (рис.8.17). 
Однако в выделенном объеме содержится достаточно большое количество 
контактных элементов, что позволяет учесть их взаимное влияние. Тогда, 
имея математическое описание процессов в выделенных объемах и задавая 
различную скорость воздуха на входе, можно учесть влияние 
неравномерностей  на тепловую эффективность охлаждения воды в блоках 
насадки [85–87, 95, 96].  

 
Однопараметрическая модель 

 
Многочисленные экспериментальные исследования механизма 

вертикального и поперечного перемешивания потоков в регулярных насадках 
показывают, что движение жидкости и газа в упорядоченной насадке 
характеризуется малым поперечным перемешиванием, так как 
структурированные (регулярные) насадочные элементы препятствуют 
турбулентной диффузии в поперечном направлении. Результаты, полученные 
при исследовании процесса охлаждения воды на макете, показывают, что 
коэффициент Dnх>>DnR. Поэтому такие насадки можно представить как 
совокупность параллельных каналов (характерных областей), в которых в 
основном происходит перемешивание в вертикальном направлении и 
отсутствует перемешивание в поперечном направлении между каналами. 

Следовательно, перемешиванием в газовой фазе в поперечном 
направлении насадки можно пренебречь и рассматривать 
однопараметрическую диффузионную модель. 

Отсюда следует вывод о том, что достаточно на лабораторном макете 
исследовать один такой канал (характерную область) с упорядоченной 
насадкой и получить значение Dn − коэффициента перемешивания. 

При увеличении диаметра аппарата число таких характерных областей 
будет увеличиваться, а значение Dn в каждой области будет зависеть от 
режимных характеристик. Кроме того, условное разбиение рабочей области 
градирни на ряд параллельных каналов  (диффузионных областей) позволит 
учесть неравномерность профиля скорости воздуха в сечении входа в 
насадку. 

Такая неравномерность может возникнуть из-за различного 
гидравлического сопротивления каналов и уменьшения расхода воздуха от 
входа в градирню к центру. При равномерном профиле скорости воздуха в 
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сечении входа в насадку (что практически достичь невозможно) мы получим 
всего одну диффузионную область. 

В реальных условиях всегда существует неравномерность скорости 
газа на входе. Чем больше неравномерность, тем больше будет 
диффузионных областей, на которые необходимо поделить насадочный слой. 
Число областей можно оценить, например, задавшись скачком профиля 
скорости между каналами (не более 5 % относительных). 

Составим математическую модель процесса испарительного 
охлаждения воды на основе использования одномерной диффузионной 
модели, а так же уравнений баланса тепла, массы и фазового равновесия [95, 
96]. Разобьем градирню на n характерных областей (рис. 8.18). В каждой 
области принимается равномерное распределение фаз (рис.8.17).  

 
 L 

G 

G1 G2 Gi Gn 

L1 L2 Li Ln

 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 

Рис.8.18. Условное 
разбиение градирни на 
области 

 
Основной причиной, вызывающей неравномерность распределения фаз 

в аппарате, являются различные гидравлические сопротивления блоков 
насадки по сечению аппарата и неравномерность подачи газовой фазы на 
входе. 

Поток газа перераспределяется таким образом, что основная часть его 
проходит около стенок, где меньше сопротивление. Известно, что в 
результате неравномерного распределения потоков эффективность тепло- 
массообмена падает. 
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Система одномерных дифференциальных уравнений для описания 
процессов теплопереноса при испарительном охлаждении и равномерном 
распределении фаз в i- зоне имеет вид [96] 
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⎪
⎪
⎪− ρ − ε + = α −⎨
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⎪− ρ − ε + = β −⎪⎩

, (8.4.24) 

 
где Gг – массовый расход воздуха, кг/с; L – массовый расход воды, кг/с; S – 
площадь поперечного сечения градирни, м2; Vсв – удельный свободный 
объем насадки, м3/м3; εж – удерживающая способность по жидкости; Dп – 
коэффициент продольного перемешивания, м2/с; αV – объемный 
коэффициент теплопередачи, (Вт⋅м/К); pc  – теплоемкость, Дж/кг⋅К; , 

 – температура воды и воздуха; β
iТж

iТг Vх – объемный коэффициент 

массоотдачи, кг/м3·с. 
Граничные условия (рис.8.19): 
 

при ;hХ =  
dX

dТ
L

DSТТ i

i

iп
ii

ж

ж

жжж ρε
+= ; 

 

при ;Х 0=  
dX

dТ
L

D)(SТТ i

i

iп
ii

г

г

гжсвг ε−ερ
+=  (условие Данквертца). 

Известно соотношение, связывающее распределение скорости газа в 
сечение аппарата с сопротивлением зон:  

 

г 1

г( 1)

Δ Δ
,

Δ
i i

i i

W P
W P

+

+

+
= iP    (8.4.25) 

 
где сопротивление i-той зоны 
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Рис. 8.19. Схема движения 

потоков в выделенной i-зоне 
градирни 

 
 

Соотношение (8.4.25) решается совместно с уравнением 
неразрывности: 

 

г o o
1

n
i i

i
S W W F

=
=∑      (8.4.27) 

 
где Wо – скорость воздуха на входе в градирню, м/с; Fо – площадь сечения 
входной области градирни; Si – площадь поперечного сечения i- области 
градирни. 

Профиль скорости газа на входе в слой насадки рассчитывается из 
совместного решения уравнений (8.4.25)–(8.4.27). Отсюда находится 
массовый расход воздуха Gi в каждой зоне:  

 
;г гG W Si i i= ρ  (i=1, 2, ..., n).   (8.4.28) 

 
Массовый расход воды задается равномерным по всем зонам, так как 

предполагается, что распределители жидкости (форсунки) обеспечивают 
равномерное орошение насадочных элементов. 
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Алгоритм расчета профилей температуры газа и жидкости по высоте 
колонны следующий [96]: 

1.  Рассчитываются физико-химические свойства влажного воздуха и 
воды. 

2.  Задается распределение порозности насадочного слоя. 
3.  Задается начальное приближение профиля скорости, воздуха. 
4.  Рассчитываются объемные коэффициенты тепло- и массоотдачи, 

турбулентного перемешивания в жидкой и газовой фазах, удерживающая 
способность, сопротивление сухой и орошаемой насадки. 

5.  Уточняется профиль скорости по (8.4.25)–(8.4.27). 
6.  Сравниваются скорости газа на различных итерациях. Если 

погрешность расчета меньше допустимой, данное распределение скорости 
газа используется для расчета профилей температур. Если нет, то возврат на 
пункт 4. 

7.  Рассчитываются профили температур и влагосодержания по (8.4.24). 
Для расчета истинной движущей силы тепломассообменного процесса 

на основе решения диффузионной модели необходимо знать коэффициенты 
продольного перемешивания в газовой и жидкостной фазах.  

Исследовано перемешивание в колонне с диаметром 500 мм с 
регулярной насадкой в интервале скоростей 0,5–2,5 м/с [97]. Оказалось, что 
кривая зависимости Рег от Reг проходит через максимум при скорости газа 
около 1,25 м/с. При больших скоростях согласование с диффузионной 
моделью удовлетворительное. При меньших скоростях, по-видимому, 
значительное влияние на Dпг, уменьшающееся с повышением скорости, 
оказывает поперечная неравномерность. 

При орошаемой насадке значения Dпг несколько ниже, чем для сухой, 
что, вероятно, объясняется выравниванием поля скоростей газа по 
поперечному сечению аппарата вследствие увеличения сопротивления при 
орошении. 

Перемешивание жидкости при пленочном течении происходит 
вследствие существования градиента скоростей по толщине пленки, наличия 
волн на поверхности пленки (которые вызывают также перемешивание в 
поперечном направлении), а также за счет молекулярной диффузии. 
В насадочных колоннах перемешивание происходит также в результате 
перераспределения жидкости в точках контакта насадочных тел. 

Перемешивание характеризуется числом Ре и для газовой фазы имеет 
вид 
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г
насг

гРе
пD
hW

= , 

 
где hнас− высота насадки, м; Wг − скорость воздуха, м/с. 

На основе обработки опытных данных получены эмпирические 
выражения для расчета коэффициента продольного перемешивания для 
сетчатого и трубчатого распылителей жидкой фазы.   

Для характерной области градирни (рис.8.17) с сетчатой насадкой 
(рис.4.18) и распылителя ситчатого типа получено следующее выражение 
[95, 96]: 

 
жRe00072,0245,0

гг 10Re01,2Ре d
d

⋅−⋅= ,  (8.4.29) 
 

г
насг

гRe
ν
⋅

=
dW

d , 
ж
нас

ж
ГRe
ν
⋅

=
d

d , 

 
где Г – плотность орошения, м/с; – скорость воздуха, м/с; dгW нас – диаметр 
насадки, м; νж, νг – кинематическая вязкость воды и воздуха, м2/с. 

Перемешивание в жидкой фазе описывается выражением: 
 

598,0
нас

674.00354.2
жж )(GaRe122,0Pe hav ⋅⋅⋅⋅= − , 

 

ж
нас

ж
ГРе
пD
h⋅

= ,  
ж

ж
Г4Re
ν

=
vа

,    (8.4.30) 

 
3

прив)(Ga −θ⋅= va , 

 

где 
31

2
ж

2
ж

прив

/

g ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ρ⋅

μ
=θ  – приведенная толщина пленки, м. 

Представленные выражения позволяют рассчитать характеристики 
перемешивания для уравнений диффузионной модели (8.4.24). 

На основе экспериментальных данных и расчетов [94, 95, 98] были 
построены зависимости теплового КПД по жидкой фазе от скорости воздуха 
(рис. 8.20) при различном расположении элементов насадки.  
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Рис. 8.20. Зависимость КПД от скорости воздуха:  – при расходе 

жидкости 4,9 м3/(м2 ·час);  – при расходе жидкости 5,8 м3/(м2 ·час);  – 
при расходе жидкости 6,6 м3/(м2 ·час);  – при расходе жидкости 7,6 м3/ 
(м2 ·час); 1 – вертикальное расположение элементов насадки; 2 – 
горизонтальное расположение элементов насадки;          расчет по 
уравнениям математической модели (8.4.24) 

 
 Из графика видно, что с увеличением скорости воздуха возрастает 
тепловой КПД по жидкой фазе. С увеличением расхода жидкости снижается 
значение теплового КПД. Это связано с тем, что при увеличении расхода 
жидкости в градирню поступает больше тепла: )( кнж ж ТTcLQ p −⋅= , а 

расход воздуха остается постоянным. При увеличении скорости воздуха в 1,5 
раза, КПД увеличивается в 1,03 раза при максимальном расходе жидкости и в 
1,19 раз – при минимальном расходе жидкости. Согласование расчета 
теплового КПД по уравнениям математической модели с опытными данными 
составляет . %1210 −±
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В случае использования гофротруб ∅63 см получены профили 
температур (рис.8.21).  

а) поле температур воды:  
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Расстояние от центра градирни       
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б) поле температур воздуха: 
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Расстояние от центра градирни       

Рис. 8.21. Профили температур по зонам градирни 
 

Параметры на входе в градирню: высота слоя насадки – 1,8 м; скорость 
воздуха – 0,8 м/с; плотность орошения – 7 м3/м2·ч; температура газа на 
входе – 20,0 °С; относительная влажность воздуха – 57 %; температура воды 
на входе – 40,0 °С. Температура на выходе расчетная – 28,2 °С. 

В случае использования сетчатой насадки (рис. 4.18) получены 
следующие профили температур (рис. 8.22). 

Параметры на входе в градирню: высота слоя насадки – 1,8 м; скорость 
воздуха – 0,8 м/с; плотность орошения – 7 м3/м2·ч; температура газа на 
входе – 20,0 °С; относительная влажность воздуха – 57 %; температура воды 
на входе – 40,0 °С. Температура на выходе расчетная – 29,7 °С. 
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а) поле температур воды:  
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б) поле температур воздуха:  
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Рис. 8.22. Распределение профилей температур по зонам градирни 
 
Представлены профили температур (рис. 8.23) при различной высоте 

насадки.  
а) поле температур воздуха: 
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б) поле температур воды:  
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Расстояние от центра градирни  

 
Рис. 8.23. Профили температур по зонам градирни 

 
Параметры на входе в градирню: высота слоя насадки увеличивается от 

центра градирни к стенке (от 1,2 м до 2,4 м); скорость воздуха – 0,8 м/с; 
плотность орошения – 7 м3/м2·ч; температура газа на входе – 20,0 °С; 
относительная влажность воздуха – 57 %; температура воды на входе – 
40,0 °С. Температура на выходе расчетная – 26,3 °С.  

На основе разработанных алгоритмов, реализованных на ЭВМ, 
выполнено моделирование работы промышленных градирен (рис.8.24).  

В таблице 8.1 представлены значения теплового КПД для 
вентиляторной градирни с сетчатой насадкой в разное время года, 
рассчитанного по промышленным данным, а также по уравнениям 
математической модели до и после предложенной модернизации.  

а) профиль температур воды для гофрированной насадки: 
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б) профиль температур воды для сетчатой насадки: 
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Рис.8.24. Поля температур воды в слое насадки в промышленной градирне 
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 Расчетные значения КПД несколько выше промышленных данных. Это 
объясняется допущениями модели. После модернизации тепловой КПД выше 
на 15–18 % за счет неравномерного распределения насадочных элементов. 
У стенки слой выше, а к центру – понижается. Это обеспечивает более 
равномерное распределение воздушного потока и повышение эффективности 
охлаждения воды. 

 
8.5. Эффективность тепломассопереноса в барботажном слое 

 
Двумерная модель процессов переноса. Для математического 

описания процессов переноса импульса, массы и тепла в турбулентном 
барботажном слое на тарелках колонных аппаратов ниже приведен частный 
случай модели многоскоростного континуума [66]. 

Одной из особенностей пенного режима работы барботажной тарелки 
является развитая турбулентность в жидкой фазе. Как показывают известные 
экспериментальные исследования, в этом режиме происходит практически 
полное перемешивание по высоте барботажного слоя в ядре жидкой фазы, 
поэтому справедливы следующие допущения в уравнениях (1.5.1) – (1.5.4), 
(1.5.11), (1.5.12): 

 

0; 0; 0; 0; 0 .L L L L Lu v w C Т
z z z z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = = = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
           (8.5.1) 

 
Процессы переноса в двухфазном потоке на контактном устройстве при 

установившемся режиме работы колонны являются практически 
стационарными. Движение газа в слое жидкости на тарелке происходит 
преимущественно в вертикальном направлении. Так как в двухфазном потоке 
скорость газовой фазы намного больше скорости сплошной фазы: , 
то составляющие силы межфазового взаимодействия 

G Lυ >> υ
F  в проекции на 

плоскость тарелки можно принять равными нулю: 
 

  0; 0.x yF F≈ ≈                                          (8.5.2) 

 
В двухфазном потоке (барботажном слое на макете КУ) распределение 

дисперсной фазы в сплошной фазе принимается равномерным, т. е. . constϕ =
Система уравнений переноса импульса (1.5.1) – (1.5.4), массы (1.5.11) и 

тепла (1.5.12) в жидкой фазе с учетом принятых допущений преобразуется к 
виду 
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Вектор–столбец источника массы  имеет вид ,C Lr
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( )*
, /C L L L L L Lr K А C C V⎡ ⎤= ρ ⋅ ⋅ −⎣ ⎦

.                      (8.5.9) 

 
Источник тепла : ,T Lr
 

( )( ), /T L т G Lr К А T T V= − L .                         (8.5.10) 

 
Для системы уравнений (8.5.3) – (8.5.7) устанавливаются следующие 

граничные условия (рис.8.25) (симметричная модель): 
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где L  – длина пути жидкости на тарелке, м. 
 

 

Рис. 8.25. Двумерная модель 
тарелки (вид сверху)  
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Поля скоростей, концентраций и температур в жидкой фазе 
двухфазного потока на тарелке описывает система уравнений (8.5.3)–(8.5.7). 
Уравнения сохранения массы и тепла для дисперсной фазы имеют вид 
уравнений материального и теплового баланса, аналогичных (8.2.9). 

Для замыкания системы уравнений (8.5.3) – (8.5.7) ниже даны 
уравнения для коэффициентов турбулентного обмена ( ), 
источников массы  и тепла . 

, ,, ,T L T L T LD aμ ,

,c Lr ,T Lr
Характеристики турбулентного обмена. В барботажном слое 

турбулентная вязкость жидкости обусловлена, в основном, движением 
газовых струй и пузырей. Влияние стенок колонны и различных устройств на 
тарелке на развитие турбулентности в жидкой фазе значительно меньше, по 
сравнению с влиянием газового потока. Если скорость газа (пара) в струе 
достигает 10 – 20 м/c, то средняя скорость жидкой фазы в продольном 
направлении на массообменной тарелке составляет всего несколько 
сантиметров в секунду. 

Характеристики турбулентного обмена в ядре жидкой фазы ,  
и  в уравнениях (8.5.3)–(8.5.7) определяются характеристиками 
турбулентного движения – величиной пульсационной скорости 

,Т Lμ ,Т LD

,Т La
v′  и 

масштабом турбулентных пульсаций l: 
 

, ,/T L L Т L v l′μ ρ = ν = .                                   (8.5.11) 
 
В работах [26, 99] на основе теории изотропной турбулентности 

получено выражение для расчета коэффициента турбулентной вязкости:  
 

4
*

, 1,1 L
Т L

u
ν =

ε
,                                          (8.5.12) 

 
где динамическая скорость находится по выражению (1.5.21). 

На массообменной тарелке диссипация энергии газового потока в 
жидкой фазе  определяется по формуле ε

 

( )2 3
0 0 0 cт/ 2 / 2G L K G K

L L

S W W gh S W

V

ρ + ρ − ρ
ε =

ρ
,                (8.5.13) 
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где  – объем жидкости на тарелке, мст тарLV h S= 3; , – свободное 

сечение тарелки и колонны, м
0S КS

2;  – скорость газа в отверстиях, м/с;  – 
высота статического столба жидкости, м. 

0W стh

Используя приближенное равенство Pr Sc 1T T≈ ≈ , для ядра жидкой 
фазы имеем .  , T, TТ L LD aν ≈ ≈ ,L

Система уравнений переноса импульса, массы и тепла (8.5.3) – (8.5.7) 
решается известными численными методами [72–75] или с использованием 
вариационного метода, где в качестве минимизируемого функционала 
применяется локальный потенциал Пригожина – Гленсдорфа [23–26, 38–44, 
100]. 

Результаты расчета колпачковых тарелок [101–103]. Профиль 
скорости в жидкой фазе на тарелке, рассчитанный по уравнениям модели, 
приводится на рис. 8.26.  
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Рис. 8.26. Профиль скорости жидкости 0/ LL uu  на 

тарелке 
 
Как видно из рис. 8.26, сложное движение жидкости на тарелке 

(расширение и сужение потока) приводит к возникновению циркуляционного 
течения около стенок колонны, что снижает эффективность проводимых 
процессов. 

Рассчитанные на основе полученного профиля скорости профиль 
концентрации компонента ( ) ( )∗−− LLLL CCCC 00 /  и профиль температур в 
жидкой фазе на тарелке приводятся на рис. 8.27 и 8.28, соответственно. 
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Ректификация смеси вода – уксусная кислота – уксусный ангидрид в 
колонне диаметром 0,6 м. 

Вектор-столбец эффективности по Мерфри, рассчитанный по 
профилям концентраций на тарелке в верхней и нижней частях колонны, дан 
в табл. 8.2. Экспериментальный КПД колонны 0,5 [104]. 

 

  Рис. 8.27. Профиль концентрации уксусной   
кислоты 0 0( ) /(L L LC C C C )L

∗− −  в жидкой фазе на тарелке 
 

 
Рис. 8.28. Профиль температуры в жидкой фазе 

на тарелке (°С) 
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Т а б л и ц а 8.2 
 

Вектор–столбец матрицы эффективности по Мерфри, рассчитанный  
по модели 

 
Верхняя 
часть  

OH, 2LE =0,841 СOOHCH, 3LE =0,325 ( ) OСOCH, 23LE =0,039 

колонны OH, 2GE СOOHCH, 3GE ( ) OСOCH, 23GE=0,925 =0,30 =–1,02 

Нижняя 
часть  

OH, 2LE СOOHCH, 3LE ( ) OСOCH, 23LE=0,635 =0,105 =0,096 

колонны OH, 2GE СOOHCH, 3GE ( ) OСOCH, 23GE=0,388 =0,024 =0,15 

 
Результаты расчета ситчатых тарелок. Так как наиболее полно 

исследованными из устройств барботажного типа являются ситчатые 
тарелки, адекватность модели проверена путем сравнения расчетных данных 
с экспериментальными данными при ректификации бинарных смесей 
метанол–вода, метанол–пропанол, этанол–пропанол. Эксперименты [105, 
106] проводились на ситчатом лотке с размерами: ширина приемной 
планки – 83 мм, длина пути жидкости L=991 мм, высота сливной планки – 
25 мм. Для описания структуры потока авторы используют диффузионную 
модель cо значением числа Пекле Pe=35. На рис. 8.29–8.34 даны профили 
концентраций и температур, найденные из решения системы уравнений 
(8.5.3)–(8.5.7) [107–109], где ξ – безразмерная координата. 

 

  
Рис. 8.29. Поле температур на 

ситчатой тарелке. Ректификация смеси 
метанол–вода; L/G=1: 1– ;  н 0,5x =
2– ; 3– ; 4–н 0,7x = н 0,79x = н 0,85x = ; 
○–эксперимент 

Рис. 8.30. Поле температур на 
ситчатой тарелке. Ректификация смеси 
метанол–пропанол; L/G=1:  
1– н 0,32x = ; 2– н 0,56x = ; 3– н 0,6x = ; 
4– н 0,88x = ; ○–эксперимент 
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Рис. 8.31. Поле температур на 

ситчатой тарелке. Ректификация 
смеси этанол–пропанол; L/G=1:  
1– ; 2–н 0,29x = н 0,39x = ;  
3– ; 4–н 0,45x = н 0,68x = ;  
5– ; 6–н 0,75x = н 0,82x = ;  
○–эксперимент 

 
Рис. 8.32. Поле концентраций на 

ситчатой тарелке. Ректификация 
смеси метанол–вода; L/G=1:  
1– н 0,85x = ; 2– н 0,79x = ;  
3– н 0,7x = ;○–эксперимент 

 

  
Рис. 8.33. Поле концентраций 

на ситчатой тарелке. Ректификация 
смеси этанол–пропанол; L/G=1:  
1– ; 2–н 0,82x = н 0,75x = ;  
3– ; 4–н 0,68x = н 0,45x = ;  
5– ; 6–н 0,39x = н 0,29x = ;  
○–эксперимент 

Рис. 8.34. Поле концентраций на 
ситчатой тарелке. Ректификация 
смеси метанол–пропанол; L/G=1:  
1– н 0,88x = ; 2– ; 3–н 0,6x = н 0,56x = ; 
4– н 0,32x = ; ○–эксперимент 
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Как видно из распределения концентраций низкокипящего компонента 
в жидкой фазе по длине тарелки, основное падение концентрации 
происходит у приемной планки. Ближе к сливной планке профиль становится 
практически пологим. Увеличение длины пути жидкости по сравнению с 
шириной приемной планки не приводит к значительному увеличению 
эффективности. Расхождение расчетных и экспериментальных результатов 
находится в пределах 10–15 %. 

Определение эффективности массо- и теплопереноса в 
барботажном слое. Для определения эффективности процессов разделения 
смеси на контактной ступени решается уравнение массопереноса и находится 
распределение концентрации компонента в жидкой фазе в барботажном слое 
на тарелке. По известному полю концентрации компонента определяется 
локальная эффективность ячейки и КПД тарелки: 

 
н к

ж
н

m
C CE
C C∗

−
=

−
,                                       (8.5.14) 

 
где Сн, Ск – начальная и конечная концентрации компонента в жидкой фазе 
на входе и выходе тарелки.  

Связь эффективностей в жидкой и газовой (паровой) фазах находится с 
помощью известного соотношения: 

 

г ж

11 1
m mE E

⎛ ⎞
− = λ −⎜

⎝ ⎠

1 ,⎟                                     (8.5.15) 

 
где ;mG Lλ =  G, L – массовые расходы фаз; m  – коэффициент 
распределения. 

Численное решение уравнений теплопереноса позволяет получить 
профили температуры в фазах и оценить тепловой КПД тарелки. Аналогично 
уравнению для определения эффективности по Мерфри, характеризующим 
интенсивность массообмена на тарелке, можно использовать уравнение для 
определения тепловой эффективности: 

 
н к

ж
н

t
T TE
T T∗

−
=

−
,                                           (8.5.16) 

 
где  – температура жидкости, находящейся в равновесии с паром на 
выходе из контактного устройства. 

T∗
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 На рис. 8.35–8.41 даны зависимости КПД (8.5.14)–(8.5.16) от различных 
характеристик, полученные расчетным путем [37–39, 107–109]. 
 

 

 
 

Рис. 8.35. КПД по Мерфри в 
жидкой фазе на ситчатой тарелке; 
ректификация смеси метанол – 
пропанол: ○ – эксперимент [105, 106]; 
                   – расчет по модели 

 
 

 
Рис. 8.36. Тепловой КПД в 

жидкой фазе; ректификация 
различных смесей на ситчатой тарелке: 
1 – метанол–пропанол (расчет);  
2 – метанол–вода (расчет); 3 – этанол–
пропанол (расчет) 

 
Рис. 8.37. Тепловой КПД в 

жидкой фазе на ситчатой тарелке 
L/G=1 фактор скорости F=0,4:  
1 – метанол–пропанол (расчет);  
2 – этанол–пропанол (расчет);  
Δ – метанол–пропанол (эксперимент); 
◊ – этанол–пропанол (эксперимент) 
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Рис. 8.38. Зависимость 

эффективности по Мерфри при 
ректификации на ситчатой тарелке; 
L/G=1:                  – метанол–вода;  

      – метанол–пропанол; 
(1– ; 2–н 0,316x = н 0,5x = ; 3– н 0,7x = ; 
4– ) н 0,85x =

 
Рис. 8.39. Зависимость 

теплового КПД от скорости пара при 
ректификации на ситчатой тарелке; 
L/G=1:                   – метанол–вода; 
                  – метанол–пропанол 
(1– н 0,316x = ; 2– н 0,5x = ; 3– ; 
4–

н 0,7x =

н 0,85x = ) 
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Рис. 8.40. Зависимость КПД клапанной 
тарелки диаметром 250 мм от скорости пара в 
колонне: 1 – расчет без учета уноса жидкой фазы; 
2 – экспериментальные данные [110]; 3 – расчет с 
учетом уноса, путем использования поправки [111] 



 
 

Рис. 8.41. Зависимость КПД по Мерфри 
в паровой фазе от скорости пара в колонне при 
ректификации смеси толуол – ортоксилол. 
Клапанная прямоточная тарелка 
( 1/м,2,1к )== GLD : 1, 2 – расчет; 3, 4 – 
эксперимент [112]; 1, 3 – 0Δ =rh ; 2,4 - 

м009,0Δ =rh ; rhΔ  – отклонение плоскости 
тарелки от горизонтального положения 

 
Сравнение рассчитанных профилей концентраций и температур с 

экспериментальными данными, а так же КПД, приведенных в литературе, 
показывает, что рассмотренная система уравнений математической модели 
удовлетворительно описывает процессы тепломассопереноса на 
барботажных контактных устройствах. Расхождение результатов составляет 
в среднем 5–10 %, а максимальное отклонение не более 20 %.  

Следует сделать вывод о том, что данную математическую модель, 
реализованную в виде программы для ЭВМ, можно использовать для расчета 
процессов в промышленных тарельчатых колоннах с целью проектирования 
или выбора вариантов модернизации [24–26, 56, 100–103, 113–119]. 

 
8.6. Повышение эффективности тепло- и массообменных процессов 

 
Методы интенсификации процессов тепло- и массообмена 

подразделяются на пассивные (не требующие непосредственных затрат 
извне), активные (которые требуют прямых затрат энергии от внешнего 
источника) и комбинированные [120–124]. 

К пассивным методам относятся: специальная физико-химическая 
обработка поверхностей; использование шероховатых и развитых 
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поверхностей; применение элементов, конфигурация которых обеспечивает 
перемешивание и закручивание потока; воздействие на физические свойства 
среды. Активные методы включают в себя: механическое удаление 
пограничного слоя; вибрацию поверхности теплообмена; пульсацию потока 
жидкости; использование акустических и электростатических полей; вдув и 
отсос теплоносителя. Комбинированные методы предполагают 
использование двух (или более) из перечисленных приемов интенсификации 
тепломассообмена.  

Деление методов интенсификации тепло- и массообмена на активные и 
пассивные представляется по существу искусственным, поскольку все без 
исключения методы интенсификации требуют дополнительных затрат 
энергии. 

 
Теплообменные аппараты 

 
Основные методы интенсификации тепломассообмена сводятся к 

увеличению поверхности контакта, гидродинамическому воздействию на 
поток (закручивание потока с помощью вставок различного типа, 
акустическое воздействие, создание шероховатости), механическому 
воздействию на поток (вибрация и вращение поверхности), электрическому и 
магнитному воздействию на поток.  

Отметим, что увеличение конвективного теплового потока может быть 
достигнуто и без интенсификации теплообмена при помощи простого 
увеличения поверхности контакта фаз. Однако простое развитие поверхности 
предполагает увеличение теплового потока посредством использования 
простых форм оребрения (например, трубные пучки с прямыми сплошными 
гладкими ребрами, ориентированными вдоль течения [125, 126]). Это 
типичный экстенсивный метод увеличения теплового потока, который не 
имеет больших резервов для дальнейшего развития, так как уже сейчас 
достигнуты практически предельные значения коэффициента оребрения и 
КПД ребра. 

Интенсификация теплообмена, наоборот, является интенсивным 
методом увеличения теплового потока, возможности которого далеко не 
исчерпаны, и может быть осуществлена посредством воздействия на 
микроструктуру или на микро- и макроструктуру потока.  

Повышение эффективности теплопередачи чаще всего сводится к 
снижению толщины пограничного слоя или к полному его разрушению, а так 
же обеспечению турбулентного течения теплоносителей [120–129]. 
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Аппараты с насадочными элементами 
 
Одним из эффективных методов интенсификации газожидкостных 

процессов химической технологии  является обеспечение движения 
жидкости в пленочном режиме.  

Совершенствование конструкций насадок с пленочным режимом 
контактирования идет по пути турбулизации пленки стекающей жидкости.  
Особого внимания заслуживают те варианты конструкций регулярных 
насадок, где обеспечено постоянное перераспределение потоков 
контактирующих фаз между конструктивными элементами насадок, 
выравнивание профиля скоростей газа и жидкости по сечению аппаратов [1, 
2, 37–39, 130]. Предлагаемое направление интенсификации промышленных 
аппаратов подтверждает и наметившаяся тенденция к уменьшению высоты 
пакетов листов и высоты рулонов рулонной насадки, к использованию 
гофрированных, а также снабженных просечными отверстиями различной 
формы листовых материалов. Все это не только способствует турбулизации 
жидкостной пленки, но и улучшает распределение потоков фаз. 

Для повышения эффективности охлаждения воды в градирнях широкое 
применение получили регулярные насадки [131–136]. 

При исследовании регулярной насадки [136], образованной 
чередованием плоских и гофрированных листов тонколистового алюминия, 
поверхность тепло- и массообмена состоит из множества каналов постоянной 
геометрической формы. Поскольку движение потоков воды и воздуха 
является организованным, аэродинамическое сопротивление слоя такой 
насадки невелико. При развитой поверхности контакта на единицу объема 
слоя это позволяет значительно сократить габаритные размеры аппаратов и 
интенсифицировать протекающие в них процессы. 

Для турбулизации пленки жидкости и газового потока используют 
также регулярную пакетную гофрированную насадку, в которой пакет 
представляет собой архимедову спираль, свернутую из двух лент 
гофрированных под косым углом и сложенных таким образом, что в 
результате пересечения гофров соседних лент образуются ячейки. Для 
турбулизации контактирующих фаз на вертикальных элементах выполняют 
горизонтальные и наклонные рифы, изготавливают вертикальные элементы 
из стеклоткани зажатой с обеих сторон металлической сеткой из проволоки 
диаметром не более 0,6 мм, наносят на листовую сталь сеть царапин и 
просечек и т.д. [137].  
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Перспективными считают насадку ячеистого и капиллярного типа [138, 
139], отличающуюся развитыми поверхностями на единицу объема при 
сравнительно невысоких сопротивлениях потоку воздуха. 

Орошаемая насадка аппарата для испарительного охлаждения воды 
[140] собрана из гофрированных пластмассовых пластин, разработанных в 
Московском институте типового и экспериментального проектирования 
[141]. Чтобы эти пластины не деформировались, максимальное значение 
температуры охлаждаемой горячей воды не должно превышать 45 °С. 
Интенсификация процесса охлаждения воды достигается благодаря 
волновому турбулентному движению пленки воды по гофрированной 
поверхности пластин. 

Одной из наиболее перспективных в плане реализации способов 
интенсификации конструкций является [131, 137] хордовая насадка, где само 
размещение элементов конструкции в пространстве предопределяет 
возможность использования этой конструкции в аппаратах любого 
поперечного сечения.  

Широко распространенная в градирнях коксохимических производств 
хордовая насадка выполнена из поставленных на ребро досок, образующих 
решетки, которые укладывают на расстоянии 20 мм с разворотом решеток на 
45 ° или 90 °. Помимо улучшения распределения фаз по сечению аппарата, а 
также способности быстро восстанавливать нарушенное распределение, 
хордовая  насадка реализует одновременно два режима взаимодействия газа 
и жидкости: пленочный и брызговой. В зазорах между досками газ 
взаимодействует с нисходящими по боковым сторонам пленкам жидкости. 
При стекании последних с нижних ребер досок образуются струйки и капли 
жидкости, поверхность которых достаточно велика и вполне соизмерима с 
поверхностью пленок. При этом в пространстве между соседними решетками 
имеет место брызговой режим взаимодействия. На верхних ребрах элементов 
нижележащих решеток вновь образуются пленки и т.д. Столь частое 
образование и разрушение пленок в хордовой насадке способствует 
повышению ее эффективности вследствие проявления входных и концевых 
эффектов. Кроме того, турбулизации фаз и интенсификации массопереноса 
способствует многократное дросселирование газового потока по высоте, при 
расширении его в междурешёточном пространстве и сужении в зазорах 
между досками. Как видно, методы интенсификации теплообмена 
классифицируются в основном по способу их реализации.  

Следует заметить, что методы интенсификации теплообмена 
чрезвычайно многообразны. Физический механизм процессов в некоторых 
случаях изучен пока недостаточно или даже вообще не ясен. Поэтому любая 
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систематизация по признаку механизма процесса будет неизбежно носить 
несколько схематичный характер. Кроме того, нередко интенсификация 
достигается за счет нескольких органически связанных основных и 
сопутствующих эффектов, действие которых отделить друг от друга 
практически невозможно. В этих условиях представляется логичным строить 
систематизацию по основным влияниям. 

С учетом сказанного, под воздействием на микроструктуру потока 
будем понимать турбулизацию пограничного слоя на межфазной 
поверхности газожидкостной среды и на поверхности насадочных элементов 
его разрушение, а под воздействием на микро- и макроструктуру потока – 
создание вторичных течений и изменение физических свойств жидкости. 
Турбулизация пограничного слоя на поверхности насадки может быть 
осуществлена посредством создания на поверхности искусственной 
шероховатости различного вида. В случае «песочной» шероховатости, 
осуществляется возмущение пристенной области течения, а в случае 
дискретной шероховатости (например, выступов) – течение с локальными 
отрывами. 

Более перспективной является вторая форма воздействия. Разрушение 
пограничного слоя может быть достигнуто с помощью разрывов 
поверхности, механического удаления и вращения поверхности. Это требует 
дополнительной энергии и практически в промышленных аппаратах 
трудноосуществимо. Для разрыва поверхности пленки на насадке 
используются прерывистые или перфорированные ребра. Для этого, 
например, в градирнях используются полиэтиленовые гофротрубы. 
Недостатком в этом случае является плохая смачиваемость полиэтилена 
водой, что уменьшает поверхность контакта фаз. Однако этот недостаток в 
процессе работы самопроизвольно устраняется путем обрастания 
поверхности различными загрязнениями и микроорганизмами. 

Создание вторичных течений возможно с помощью обычно не 
объединенных с основной поверхностью вставок различного типа (например, 
витых лент), которые перемешивают и закручивают поток; организации 
вдува-отсоса; наложения неоднородных полей давления с помощью 
специального профилирования поверхности. Акустическое воздействие 
реализуется посредством вибрации поверхности или жидкости, 
электрическое – наложением электростатического поля. Эти воздействия на 
поток пока не могут быть связаны с каким-либо определенным механизмом 
интенсификации, так как они создают совокупность разнородных эффектов, 
физическая природа которых не вполне ясна. Для увеличения конвективного 
теплового потока во всех рассмотренных случаях может быть применен 
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достаточно простой реализуемый метод – увеличение скорости 
теплоносителя.  

Однако надо иметь в виду, что тепловой поток изменяется 
пропорционально скорости в первой степени, а мощность, затраченная на 
продвижение теплоносителя, – пропорционально скорости в кубе. То есть с 
увеличением скорости полезный эффект – интенсификация теплообмена – 
будет достигаться все более дорогой ценой. Поэтому обычно выполняется 
целый ряд экспериментальных исследований вариантов контактных 
устройств, чтобы выбрать наиболее рациональный.  

Интересные конструкции высокоинтенсивных контактных устройств 
отмечены в работах [142, 143]. Так, например, в работах [115, 144, 145] 
показана возможность реконструкции колонн установки получения 
моторных топлив путем частичной замены клапанных тарелок на новую 
неупорядоченную насадку [146]. В результате выход светлой фракции 
повышается с 100 м3/час до 112 – 114 м3/час. 

В последние годы в нефтепереработке и нефтехимии резко возросла 
роль процессов, проводимых под вакуумом. Для данных процессов 
наибольшее значение имеет величина гидравлического сопротивления, 
приходящаяся на единицу высоты разделительной способности (ВЭТТ – 
высота, эквивалентная теоретической тарелке). Данная характеристика в 
значительной мере определяет перепад давления по высоте колонны, а 
значит и давление в кубах ректификационных колонн, которое весьма 
существенно влияет на экономичность процесса разделения. Современные 
вакуумные колонны оснащаются регулярной насадкой, которая позволяет в 
несколько раз снизить сопротивление по сравнению с тарельчатыми 
устройствами [147, 148].  

Активно внедряются регулярные насадки фирм Sulzer, Koch, Norton, 
Инжехим и др. Так, в 1997 г. в АО «Нижнекамскнефтехим» в блоке 
ректификации стирола внедрена регулярная насадка фирмы «Norton». При 
этом за счет повышения эффективности разделения и снижения 
гидравлических сопротивлений в системе ректификации удалось 
принципиально изменить саму схему разделения, отказавшись от 
дополнительных колонн, обеспечивавших доочистку целевых фракций за 
счет организации рецикловых связей (колонн – «чистильщиков»). Хорошие 
показатели дала насадка Инжехим в колонне извлечения гликолей [149]. 

В нефтепереработке в вакуумных блоках установок АВТ 
использование регулярной насадки позволяет существенно уменьшить 
количество водяного пара, подаваемого в колонны в качестве отпаривающего 
агента. Так, фирма Sulzer сообщает о снижении подачи водяного пара в два 
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раза после замены тарелок в вакуумной колонне АВТ на насадку «Меллапак 
250-Y». При этом перепад давления в колонне составил всего 10 мм.рт.ст. 

В последние годы различные виды нерегулярных и регулярных насадок 
разработаны различными авторами (Н.Н.Кулов, З.Н.Мемедлев, Ю.Н.Лебедев 
и др.). Это ромбовидная насадка, каскадные, насадка «Ваку-Пак» и разные 
другие. Насадка регулярная компануется в виде блоков, что значительно 
упрощает вопросы монтажа. Сопоставление насадок конструкции 
ВНИИНЕФТЕМАШ показывает, что они по своим основным 
характеристикам не уступают заграничным аналогам. Эффективная насадка 
разработана также в институте общей и неорганической химии РАН (ИОНХ) 
[150]. В то же время следует отметить, что стоимость всех типов регулярных 
насадок вместе с опорной конструкцией и распределителями орошения часто 
выше, чем стоимость контактных устройств (тарелок). Поэтому всем 
решениям по реконструкции должен предшествовать тщательный технико-
экономический анализ ожидаемых результатов. 

В некоторых случаях (например, в процессе разделения органических 
продуктов) может оказаться полезным и использование новых видов насадок, 
например, Инжехим и др. [58, 59, 149–153]. 

 
Тарельчатые аппараты 

 
В ректификационных аппаратах многие десятилетия используются 

различного типа массообменные тарелки. Наиболее широкое применение 
получили клапанные, ситчатые, колпачковые, струйные и провальные 
тарелки. Каждый тип контактного устройства имеет свои преимущества и 
недостатки. Многие тарелки в определенном интервале работы не уступают 
по эффективности насадкам. Для повышения эффективности массообмена и 
расширения интервала устойчивой работы используются различные 
технические решения по модернизации тарелок [1, 24, 101, 122, 143, 154]. 

В качестве минимальной реконструкции массообменных тарелок 
можно отметить следующие изменения и дополнения в конструкциях: 
• улучшение структуры потоков за счет секционирования; 
• изменение формы и высоты перегородок; 
• установку отбойников; 
• организацию второй зоны контакта фаз; 
• оптимизацию свободного сечения КУ. 

Эти мероприятия улучшают гидродинамическую обстановку на 
контактных устройствах, за счет чего, повышается эффективность 
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разделения, что дает возможность понизить флегмовое число и затраты на 
греющий пар в кипятильнике колонны. 

Минимальная реконструкция характеризуется малыми затратами 
средств и времени и может быть выполнена во время планового 
капитального ремонта установки. 
 Можно привести пример минимальной модернизации клапанных 
тарелок на колонне ГФУ (газофракционирующей установки) Тобольского 
нефтехимкомбината, которая без капитальных затрат позволила повысить 
производительность на 18 – 20 % [154]. Модернизация заключалась в том, 
что последние ряды клапанов у сливных перегородок смонтированы в 
перевернутом состоянии. Это обеспечило дополнительный переток жидкости 
с тарелки на тарелку и вторую зону контакта фаз. 

Среди одних из дорогостоящих, но эффективных мероприятий 
является замена КУ на новые (последующая экономия энергоресурсов до 
30 – 50 %): 
• тарелки с двумя зонами контакта фаз (комбинированные); 
• вихревые КУ; 
• КУ с нестационарным взаимодействием фаз и др. 

Следует отметить, что в последние годы устаревшие барботажные 
тарелки часто меняются на новые высокоэффективные насадки. Это 
обеспечивает кроме снижения энергозатрат на единицу продукции, 
существенное повышение производительности массообменных колонн. 

Рассмотреть все виды массообменных тарелок в одном разделе 
практически невозможно, этому посвящена многочисленная специальная 
литература. 

 
Создание новых технологий и аппаратов  

 
Новые гидродинамические режимы проведения процессов массо- и 

теплообмена в ряде случаев позволяют повысить эффективность и 
производительность промышленных аппаратов [155–165]. 

Определенный интерес представляет интенсификация процессов 
массообмена путем влияния на двухфазную среду электрического, 
акустического полей и лазерного излучения. Установлено, что с ростом 
напряженности электрического поля увеличивается волнообразование 
межфазной поверхности двухфазной среды, которое приводит к увеличению 
коэффициента массопередачи. 

Одно из направлений развития процессов разделения предполагает 
совмещение разнохарактерных процессов [166, 167]. Это позволяет создать 
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за счет одного из них благоприятные условия для осуществления другого, 
преодолеть ограничения, в том числе и термодинамические, для каждого из 
составляющих совмещенный процесс. Пример – совмещенный реакционно-
массообменный процесс, где массообменный аппарат выступает 
одновременно в качестве реактора и в качестве устройства, обеспечивающего 
избирательный отвод из реакционной зоны продуктов реакции и 
концентрирования в ней реагентов. При этом повышается эффективность не 
только химического процесса, но и массообмена, а следовательно, и 
технологического цикла в целом. 

В последнее время повысился интерес исследователей к новому 
процессу разделения, получившему в литературе различные названия: 
пертракция, экстракция с помощью промежуточной фазы, жидкие мембраны, 
двухслойная экстракция [163–168]. Этот процесс отличается повышенными 
возможностями извлечения и разведения веществ из различных смесей. 

Возможности мембранного разделения газовых смесей активно 
исследуются не только на уровне мембранных материалов и мембран, но и 
целых мембранных систем, включая традиционные методы разделения – 
абсорбцию, адсорбцию, ректификацию и др. [166]. В интегрированных 
технологических схемах мембрана, как правило, функционирует в 
нестационарных или квазистационарных режимах. При этом достаточно 
сложной задачей является обеспечение непрерывности процесса 
газоразделения и сохранения возможности управления факторами 
селективности. Предложена [166] оригинальная методика разделения 
газовых смесей мембранными абсорберами, которая удовлетворяет 
указанным требованиям. 

Одним из развиваемых направлений является использование для 
обработки промышленных газовых выбросов трехфазных систем [167]. В 
таких системах исходная газовая смесь обрабатывается в барботажном 
аппарате углеводородной мембранной фазой, содержащей распределенный в 
ней в виде капель водный раствор химически активной  по отношению к 
целевому компоненту реагент. В ходе такого процесса из газовой смеси в 
мембранную фазу селективно переходят пары органических кислот 
(например, фенолов), которые химически связываются активным реагентом. 
Такие процессы отличаются высокой селективностью. Кроме этого корпус 
аппарата оказывается изолированным от агрессивной газовой фазы слоем 
углеводородной мембранной фазы. Разработана целая группа эффективных 
аппаратов для решения конкретных экологических проблем. 

Представляет значительный теоретический и практический интерес 
использование суб- и сверхкритических флюидов в экстракционных 
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процессах [174]. В данной работе рассмотрена проблема растворимости 
веществ в растворителях, находящихся в суб- и сверхкритических 
состояниях. Указаны требования, предъявляемые к технологическому 
оборудованию. Рассмотрены последние достижения в части возможных 
применений суб- и сверхкритических экстракционных процессов в области 
получения и переработки полимерных материалов. Проведен анализ 
экономической эффективности процессов суб- и сверхкритических 
экстракций. 
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